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Premiere partie

Les bases des probabilités



Chapitre 1

Théorie des ensembles

1.1 Intersection des ensembles

Définition 1. L’intersection de deux ensembles A et B est 'ensemble, noté A N B, qui

contient les éléments appartenant en méme temps a ’ensemble A et a ’ensemble B.

ANB

Propriétés.
— L’intersection des ensembles est commutative :

ANB=BnNA
— L’intersection des ensembles est associative :
ANBNC=(ANB)NC=ANn(BNC)

— L’intersection des ensembles vérifie ANQ = A (avec A C Q) et AND=0.

1.2 Union des ensembles

Définition 2. L’union de deux ensembles A et B est I’ensemble, noté AU B, qui contient

les éléments appartenant a ’ensemble A ou a ’ensemble B.



AU B i

Propriétés.
— L’union des ensembles est commutative :

AUB=BUA
— L’union des ensembles est associative :
AUBUC=(AUB)UC=AU(BUCQC)

— L’union des ensembles vérifie AUQ = (avec A C Q) et AUD = A.

1.3 Distributivité

Propriétés.
— L’intersection des ensembles est distributive par rapport a leur union :

AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
— L’union des ensembles est distributive par rapport a leur intersection :

AUu(BNC)=(AUB)N(AUCQC)

1.4 Partition d’un ensemble

Définition 3. La partition d’un ensemble €2 est un ensemble de parties non vides de €2,

notées wy,ws, - - ,wy,, disjointes deux & deux (w; Nw; = 0,Vi # j) et dont l'union est

égale a Q (W Uwa U---Uw, =Q).



Q

1.5 Complémentaire d’une partie

Définition 4. Le complémentaire d’une partie A d’un ensemble € est la partie, notée A,

de I’ensemble Q qui n’appartient pas & A. En particulier, Q = 0 et 0 = Q.

Remarque 1. La partie A et son complémentaire A forment une partition de I’ensemble
Q puisque ANA=0et AUA=Q.

Théoréme 1 (Lois de De Morgan).
Soit A et B deux parties d’un ensemble Q. Les lois de De Morgan sont :

BN
Sy

ANB =

U
AUB N

|
s

1.6 Cardinal d’un ensemble fini

Définition 5. Le cardinal d’un ensemble fini A, notée card(A) ou #A, est le nombre

d’éléments de cet ensemble. En particulier, card(f)) = 0 et card(A) = card(Q) — card(A).

Théoréme 2.

Soit A et B deux ensembles finis. Le cardinal de l'union est donné par :

card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B)



Chapitre 2

Analyse combinatoire

2.1 Arrangement avec répétition

Définition 6. Un arrangement avec répétition de p éléments parmi n est une disposition

ordonnée de p éléments qui ne sont pas nécessairement discernables.
Théoréme 3. Le nombre d’arrangements avec répétition de p éléments parmin est :
J -
ol =n

Justification. Un arrangement avec répétition de p éléments parmi n revient a tirer,
avec remise, p éléments dans un ensemble ) de n éléments pour remplir les p cases d’une

grille :

Case 1 | Case 2 | Case 3 e Case p

Comme il s’agit d’un tirage avec remise (ou tirage non exhaustif), 'élément tiré est, a
chaque fois, remis dans ’ensemble 2 et peut étre tiré un nombre infini de fois. Ainsi, il y
a n choix possibles pour remplir la premiére case et il y a encore n choix possibles pour
remplir la deuxieme case, n choix possibles pour remplir la troisiéme case et ainsi de suite

jusqu’a la case p :

Case 1 Case 2 Case3 e Case p

n possibilités | n possibilités | n possibilités e n possibilités

Le nombre d’arrangements avec répétition est doncn xn xn x --- xn = nP.

Exemple 1. Combien peut-on composer de codes de 4 chiffres ordonnés et non nécessai-
rement discernables ?

Le nombre de codes est donné par le nombre d’arrangements avec répétition de 4 éléments



(les chiffres qui entrent dans la composition du code) parmi 10 (on choisit dans I’ensemble

0=1{0,1,2,--

2.2 Arrangement sans répétition

,9}) soit :

aie = 10* = 10000

Définition 7. Un arrangement sans répétition de p éléments parmi n est une disposition

ordonnée de p éléments discernables.

Théoréme 4. Le nombre d’arrangements sans répétition de p éléments parmi n est :

n!

AP =

n

(n—p)!

Justification. Un arrangement sans répétition de p éléments parmi n revient a tirer,

sans remise, p éléments dans un ensemble Q2 de n éléments pour remplir les p cases d’une

grille :

Case 1 | Case 2

Case 3

Case p

Comme il s’agit d’un tirage sans remise (ou tirage exhaustif), 1’élément tiré n’est pas

remis dans I’ensemble €2 et ne peut étre tiré une autre fois. Ainsi, il y a n choix possibles

pour remplir la premiere case et il reste n — 1 choix possibles pour remplir la deuxieme

case, n — 2 choix possibles pour remplir la troisiéme case et ainsi de suite jusqu’a la case

p pour laquelle il reste n — p + 1 choix possibles :

Case 1

Case 2

Case 3

Case p

n possibilités

n — 1 possibilités

n — 2 possibilités

n — p + 1 possibilités

Le nombre d’arrangements sans répétition est donc :

n(n—1)(n—2)-(n—p+1) =

nn—1)(n-2)---(n—p+1)(n—p)---x2x1

n!

(n—p)!

(n—p)x---x2x1

Exemple 2. Combien peut-on composer de codes de 4 chiffres ordonnés et discernables ?

Le nombre de codes est donné par le nombre d’arrangements sans répétition de 4 éléments

(les chiffres qui entrent dans la composition du code) parmi 10 (on choisit dans I’ensemble

Q=1{0,1,2,--

,9}) soit :

Aty =
10 (10

10!

— =10 x9 x 8 x7=>5040

=




2.3 Permutation sans répétition

Définition 8. Une permutation sans répétition de n éléments est une disposition ordon-

née de n éléments discernables.

Théoréme 5. Le nombre de permutations sans répétition de n éléments est :
P, =n!

Justification. Une permutation sans répétition de n éléments revient a tirer, sans remise,

n éléments dans un ensemble 2 de n éléments pour remplir les n cases d’une grille :

Case 1 | Case 2 Casen—1 | Casen

Comme il s’agit d’un tirage sans remise (ou tirage exhaustif), 1’élément tiré n’est pas
remis dans I’ensemble ) et ne peut étre tiré une autre fois. Ainsi, il y a n choix possibles
pour remplir la premieére case et il reste n — 1 choix possibles pour remplir la deuxieme
case, n — 2 choix possibles pour remplir la troisiéme case et ainsi de suite jusqu’a la case

n pour laquelle il reste un seul choix possible :

Case 1 Case 2 e Casen —1 Casen

n possibilités | n — 1 possibilités e 2 possibilités | 1 possibilité

Le nombre de permutations sans répétition est donc nx (n—1) X (n—2)x---x2x1 =nl.

Remarque 2. Une permutation sans répétition est un arrangement sans répétition particu-
lier dans lequel le nombres d’éléments choisis p est égal au nombre d’éléments disponibles
n:

n! n!

AT — — —nl
P"_A"_(n—n)!_OI_n

Exemple 3. Combien peut-on composer de codes & partir des chiffres {1,2,3}?
Le nombre de codes est donné par le nombre de permutations sans répétition de 3 élé-
ments, soit P3 = 3! = 6. Il s’agit des codes : 123, 132, 213, 231, 312 et 321.

2.4 Permutation avec répétition

Définition 9. Une permutation avec répétition de n éléments regroupés en groupes de
ny,na, - - ,nk éléments non discernables (avec ny +ng + - - - +ng = n) est une disposition

ordonnée de n éléments discernables et non discernables.
Théoréme 6. Le nombre de permutations avec répétition de n éléments est :

n!

Pn N, M
1,12, Nk nl'n2'nk'



Justification. Supposons que parmi les n éléments a permuter, n; éléments sont non
discernables. Permuter ces n; éléments entre eux ne va pas affecter les permutations des
n éléments mais va réduire leur nombre. Ainsi, au lieu d’obtenir n! permutations de n
éléments discernables, on obtiendra n"—l', permutations de n éléments dont n; sont non dis-
cernables. Le nombre de permutations sans répétitions n! a donc été divisé par le nombre
de permutations des éléments non discernables nq!.

Plus généralement, si les n éléments a permuter sont répartis en groupes de, respective-

ment, ny,ne,- - ,n, éléments non discernables (avec ny +ng + --- + nx = n ), alors le

n!

nombre de permutations avec répétitions est : ——2—.
NNl Nk!

Exemple 4. Combien peut-on composer de codes & partir des chiffres {1,2,2} ?
Le nombre de codes est donné par le nombre de permutations avec répétition de 3 éléments
dont 2 non discernables, soit :

3!
P1’2:ﬁ:

11 s’agit de la liste de I’exemple précédent {123,132,213,231,312,321} en remplagant le
chiffre 3 par le chiffre 2. On obtient : {122, 122,212,221, 2147, 221}.

3

2.5 Combinaison sans répétition

Définition 10. Une combinaison sans répétition de p éléments parmi n est une disposition

qui n’est pas nécessairement ordonnée de p éléments discernables.
Théoréme 7. Le nombre de combinaisons sans répétition de p éléments parmin est :

n!

cr=—" _
pl(n —p)!

Justification. Une combinaison sans répétition est une disposition dans laquelle ’ordre
des éléments n’est pas important. Ainsi, deux dispositions seront considérées identiques
quelque soit I'ordre dans lequel elles se présentent pourvue qu’elles contiennent les méme
éléments.

Une combinaison sans répétition de p éléments parmi n est une sorte d’arrangement sans
répétition de p éléments parmi n dans lequel les p éléments peuvent étre permutés. Par
conséquent, le nombre de combinaisons sans répétition est réduit, il est égal au nombre
d’arrangements sans répétition de p éléments parmi n divisé par le nombre de permuta-

tions des p éléments :
AP n!

cp—=21n_ "
pl pl(n—p)!

n

Exemple 5. Combien peut-on former d’équipes de 11 joueurs a partir de 22 individus ?

Le nombre d’équipes est donné par le nombre de combinaisons sans répétition de 11

10



éléments parmi 22, soit :

22! 22!
Cay = = = 705432
27122 —11)! 11111

2.6 Combinaison avec répétition

Définition 11. Une combinaison avec répétition de p éléments parmi n est une dispo-
sition qui n’est pas nécessairement ordonnée d’éléments qui ne sont pas nécessairement

discernables.

Théoréme 8. Le nombre de combinaisons sans répétition de p éléments parmi n est :

P — (n+p—1)!
" pl(n —1)!

Justification. Dans une combinaison sans répétition de p éléments parmi les n éléments
d’un ensemble Q = {wy,ws, -+ ,wy }, chaque élément ne peut étre choisi qu’une seule fois.
Si un élément w; est choisi une deuxieme fois, cela veut dire qu’il a été choisi a la place
d’un autre élément w;, (¢ # j). Pour ne pas éliminer I’élément w; des choix possibles,
il faut accroitre la taille de I'ensemble Q de 1. De ce fait, combiner avec répétition p
éléments parmi n est équivalent a combiner sans répétition p éléments parmi n + 1. De
la méme maniere, si ’élément w; est choisi une troisieme fois, cela veut dire qu’il a été
choisi & la place d’un autre élément wy, (i # k). Pour ne pas éliminer ’élément wy, des
choix possibles, il faut encore accroitre la taille de ’ensemble €2 de 1. De ce fait, combiner
avec répétition p éléments parmi n est équivalent a combiner sans répétition p éléments
parmi n + 2. Plus généralement, si un élément w; est choisi p fois, cela veut dire qu’il a
été choisi a la place d’autres éléments et qu’il faut accroitre la taille de I’ensemble 2 de
p — 1. De ce fait, combiner avec répétition p éléments parmi n est équivalent & combiner

sans répétition p éléments parmi n +p — 1 :

(n+p—1)!

P _ P _nrp—1)
Ko = Cop = pl(n—1)!

Exemple 6. Dans une urne contenant 8 boules identiques numérotées de 1 a 8, on tire
successivement, avec remise, 5 boules et 'on note leurs numéros sans tenir compte de
I’ordre dans lequel elles sont tirées. Quel est le nombre de combinaisons possibles ?

Le nombre de combinaisons est donné par le nombre de combinaisons avec répétition de

5 éléments parmi 8, c’est a dire :
)

(8+5—1)!

K =Cisoa = 5I(8 — 1)

=792

11



2.7 Synthese

Disposition Avec ordre Sans ordre
4 speps p _  nl p _ n! _ AP
Sans répétition | AP = Tyt CPr = P = i
L siais —1)!
Avec répétition aof =nP Kp = (=Dt _ cop

p!l(n—1)! n+p—1

12




Deuxieme partie

Exercices corrigés
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Chapitre 3

Analyse combinatoire

3.1

Arrangement avec répétition

3.2 Arrangement sans répétition

Exercice 1 :

1.

2.

Combien y a-t-il de nombres entiers entre 100 et 1000 formés de chiffres tous diffé-

rents ?

Quel est le nombre de diagonales dans un hexagone ?

Solution :

1.

2.

Nombre de nombres entiers compris entre 100 et 1000 formés de chiffres tous dif-
férents : Notons tout d’abord que le nombre 1000 est exclu des nombres recher-
chés puisqu’il contient plusieurs fois le méme chiffre 0. Il reste donc a énumérer les
nombres entiers de 3 chiffres différents et compris entre 100 et 999 en veillant & ne pas
commencer par un 0 pour ne pas se retrouver avec des nombres a 2 chiffres seulement.
Par conséquent, il faut choisir le premier chiffre dans l'ensemble {1,2,3,--- 8,9},
soit 9 possibilités, et les deux derniers dans ’ensemble {0, 1,2, 3,--- , 8,9} exception
faite du premier chiffre qui aura déja été choisi. Formellement, un nombre étant une
disposition ordonnée (et sans répétition dans le présent cas), il s’agit de trouver le
nombre d’arrangements sans répétition. Ainsi, on dispose de A} = 9 choix pour le
premier chiffre et de A3 = 72 choix pour les deux derniers, soit un nombre total de
nombres entiers égal & AJA2 =9 x 72 = 648.

Nombre de diagonales dans un hexagone :

14



Un hexagone ABCDEF est un polygone a six sommets et six
cOtés, et une diagonale est un segment reliant deux points non
consécutifs d’'un polygone. Le segment [AC] par exemple est
une diagonale de I’hexagone ABC DEF tandis que le segment
[AB] n’en est pas une. Ainsi, pour obtenir une diagonale, il suf-

fit de sélectionner deux sommets différents et de les relier par

un segment dans un sens ou dans un autre ([AC] ou [CA] par F

exemple). Une diagonale est donc une disposition sans répéti-

tion et sans ordre de deux points non consécutifs choisis parmi
les 6 sommets de I’hexagone {A, B,C, D, E, F'}. Formellement,
le nombre de diagonales est donné par le nombre de combinai-
sons sans répétition de 2 éléments parmi 6 a ’exception des 6

cOtés, soit :

6!

2 —
067672!(6—2)!7

6=9
1l s'agit des segments [AC], [AD], [AE], [BD), [BE], [BF),[CE],[CF] et [DF).
3.3 Permutation avec répétition
3.4 Permutation sans répétition
3.5 Combinaison avec répétition
3.6 Combinaison sans répétition

Exercice 2 :

Montrer que C% = CE~1 + CP~3 + -+ + CE~1 4 CP.

Solution :
Rappel : Triangle de Pascal

15



p p
ctio 1 2 3 4 cr 0 1 2 3 4
0 |1 0 | C§
1|1 1 IS e
n 2|1 2 1 n 2 |CY ct 3
311 3 3 1 3 |cy ci 2 C3
4 |1 4 6 4 1 4 |Ccy ¢ ¢ ¢ cf
Le triangle.de lsasc.al p.erm.et c.le calculer les combi.naiso;ls Cﬁ. pou.r n : 0,1,2,--- et
p=0,1,2,--- avec p < n selon la regle suivante : une combinaison C? est la somme

de la combinaison C¥_; qui se trouve sur la méme colonne du triangle de Pascal que la
. . . 7 7 . . . —1 .
combinaison C? mais décalée d’une ligne et de la combinaison C*~; qui se trouve sur une

ligne et une colonne décalées du triangle de Pascal, c’est a dire :
CP=CP | +CP; (3.1)
En généralisant cette formule a n,n—1,n—2,--- ;p+1, on obtient les égalités suivantes :

Ch=Cl_, +CP73
szl = Cgfz + Crl:é
Ch_,=Cl_,+CP 3

P — -1
Cr, =Cl+CP

En additionnant les membres gauches d’une part et les membres droits d’autres part, on
obtient :

CPACP_ +CF_yt +C8 = CF_ +CE 1 +CP_,+CPy+CF_+Ch 4 4 CE+C

En simplifiant, on obtient le résultat recherché :

—1 —1 —1 -
Ch=Ch1+Ch 3+ Chs+Cl+CP

n

Exercice 3 :

On obtient une grille en noircissant certaines cases du tableau suivant :

16



(=N VR V]

1. Combien de grilles peut-on obtenir sachant qu’on peut noircir entre 0 et 16 cases?

2. Combien peut-on obtenir de grilles ayant exactement 3 cases noires ?

Solution :

Une grille est obtenue en noircissant une ou certaines cases. Choisir la méme case plusieurs
fois ne changera pas la grille, la répétition n’est donc pas permise. Inverser ’ordre des
cases donnera également la méme grille, 'ordre n’a donc pas d’importance. Ainsi, une
grille est une disposition sans ordre et sans répétitions des cases. Il s’agit donc d’une

combinaison sans répétition de p cases parmi 16.

1. Nombre de grilles obtenues sachant qu’on peut noircir entre 0 et 16 cases : On peut
concevoir des grilles n’ayant aucune case noircie ou des grilles ayant une seule case
noircies ou ... ou des grilles ayant 16 cases noircies. Ainsi, on a :

— (Y% =1 grille n’ayant aucune case noircie,
— (1 = 16 grilles ayant 1 seule case noircie,
— C% = 120 grilles ayant 2 cases noircies,
— (35 = 560 grilles ayant 3 cases noircies,
— Cfs = 1820 grilles ayant 4 cases noircies,
— (9 = 4368 grilles ayant 5 cases noircies,
— (%5 = 8008 grilles ayant 6 cases noircies,
— Cfs = 11440 grilles ayant 7 cases noircies,
— (O%; = 12870 grilles ayant 8 cases noircies,
— (9 = 11440 grilles ayant 9 cases noircies,
— C19 = 8008 grilles ayant 10 cases noircies,
— O]t = 4368 grilles ayant 11 cases noircies,
— (]2 = 1820 grilles ayant 12 cases noircies,
— (]2 =560 grilles ayant 13 cases noircies,
— C1§ = 120 grilles ayant 14 cases noircies,
— C]2 = 16 grilles ayant 15 cases noircies,
— C1¢ =1 grille ayant 16 cases noircies.

Il en résulte que le nombre total de grilles que I'on peut obtenir en noircissant entre

17



0 et 16 cases est :

16
> CY = 65536
p=0

2. Le nombre de grilles ayant exactement 3 cases noires est donné par le nombre de

combinaisons de 3 éléments parmi 16 :

C35 = 560

Exercice 4 :

Une entreprise veut installer un circuit de lignes téléphoniques dans une ville.

1. Quel est le nombre maximum de lignes qu’elle peut installer si on lui impose de ne

répéter aucun chiffre et de n’envisager que les combinaisons de 8 chiffres au plus ?
2. Méme question, si en plus, elle ne doit établir que des numéros de 10 chiffres;

3. Si on autorise a répéter les chiffres, mais a composer uniquement des numéros de

7 chiffres sans utiliser le 0;

4. Si on lui impose des numéros de 10 chiffres avec 4 fois le chiffre 1, 3 fois le chiffre 5
et 3 fois le chiffre 7 (1,1,1,1,5,5,5,7,7,7).

Solution :

Une ligne téléphonique est une disposition ordonnée, avec ou sans répétition, de chiffres
choisis dans lensemble {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Le nombre de lignes téléphoniques est
donc donné par le nombre d’arrangements, avec ou sans répétition, de p éléments parmi
n (i.e, n? ou AP).

1. Le nombre maximum de lignes que I'entreprise peut installer si on lui impose de ne
répéter aucun chiffre et de n’envisager que les combinaisons d’au plus 8 chiffres :
Dans cette question, la répétition n’est pas autorisée. Le nombre de lignes télépho-
niques est ainsi donné par le nombre d’arrangements sans répétition de p éléments
parmi n = 10, c’est & dire A;. Comme on ne peut envisager que des lignes d’au
plus 8 chiffres, alors p € {1,2,3,4,5,6,7,8}. Si 'on note L, une ligne téléphonique
composée de p chiffres, alors on a :

— card(Ly) = A1, =10
— card(Lg) = A2, =90
— card(L3) = A3, = 720
(Ly) = A}, = 5040
— card(Ls) = Aj, = 30240
(Lg) = AS, = 151200
(L) = A7, = 604800
— card(Lg) = A%, = 1814400

18



Ainsi, le nombre maximum de lignes que ’entreprise peut installer si on lui impose
de ne répéter aucun chiffre et de n’envisager que les combinaisons d’au plus 8 chiffres
est égal a :

8

ZA’{O = 10490+ 720+ 5040+30240+ 151200+ 604800+ 1814400 = 2606500 (3.2)

p=1

2. Le nombre maximum de lignes que ’entreprise peut installer si on lui impose de ne

répéter aucun chiffre et de n’envisager que des numéros de 10 chiffres :
Cette question est un cas particulier de la question précédente dans le cas p = 10.
On obtient alors :
Al = 10 698800 (3.3)
(10 — 10)!
Il s’agit aussi du nombre de permutations des 10 chiffres {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
c’est a dire 10! = 3628800.

3. Le nombre maximum de lignes que I’entreprise peut installer si on ’autorise a répéter
les chiffres, mais a composer uniquement des numéros de 7 chiffres sans utiliser le
0:

Dans cette question, la répétition est permise. Le nombre de lignes de 7 chiffres
est alors donné par le nombre d’arrangements avec répétition de 7 éléments parmi
9 (comme le 0 est exclu, il reste & choisir les chiffres parmi {1,2,3,4,5,6,7,8,9}),
soit :

97 = 4782969 (3.4)

4. Le nombre maximum de lignes que 'entreprise peut installer si on lui impose des
numéros de 10 chiffres avec 4 fois le chiffre 1, 3 fois le chiffre 5 et 3 fois le chiffre 7
(1,1,1,1,5,5,5,7,7,7) :

Il s’agit de permuter 10 chiffres parmi lesquels il y a 3 groupes d’éléments non
discernables (4 fois le 1, 3 fois le 5 et 3 fois le 7), soit :

10!

10 __ : —

Exercice 5 :

1. Combien peut-on former de nombres de 10 chiffres ne commencant pas par 07

2. Combien peut-on former de nombres situés entre 10 et 10000 formés de chiffres tous
différents 7

3. Combien peut-on former de nombres a partir de la disposition suivante ?

(2) 27 27 2’ 2’ 2) 27 27 5’ 5’ 57 77 77 7’ 7’ 87 8)
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Solution :
Un nombre est une disposition ordonnée, avec ou sans répétition, de p chiffres choisis dans
I’ensemble {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} comportant 10 éléments. Le nombre de dispositions est
donné par le nombre d’arrangements, avec ou sans répétition, de p éléments parmi n, c’est
a dire n? ou AP.
1. Nombre de nombres de 10 chiffres ne commengant pas par 0 :
— Si la répétition des chiffres est permise, le premier chiffre est a choisir dans I’en-
semble {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, soit 91 = 9 possibilités ET les neufs qui restent
sont & choisir dans I’ensemble {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, soit 10° = 10000000000
possibilités. Ainsi, le nombre de nombres de 10 chiffres avec répétition ne com-

mencant pas par 0 est donné par :
91 % 10° = 9 x 10000000000 = 90000000000 (3.6)

— Si la répétition des chiffres n’est pas permise, le premier chiffre est a choisir dans
I'ensemble {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, soit Ay = 9 possibilités ET les neufs qui restent
sont & choisir dans ’ensemble {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9} & Pexception du chiffre qui
a été choisi pour occuper la premiere place, soit AJ = 362880 possibilités. Ainsi,
le nombre de nombres de 10 chiffres sans répétition ne commengant pas par 0

est donné par :

Ad x AJ =9 x 362880 = 326592090000000000 (3.7)

2. Nombre de nombres situés entre 10 et 10000 formés de chiffres tous différents :
Dans cette question, la répétition des chiffres dans un nombre n’est pas autorisée.
Par conséquent, le nombre de dispositions est donné par le nombre d’arrangements

sans répétition de p éléments parmi n :

n!

Ar =
(n —p)!

(3.8)
Les nombres entiers situés entre 10 et 10000 appartiennent a I'une ou l'autre des
catégories suivantes, mais pas a deux catégories en méme temps :

— Catégorie Ny contenant les nombres de 2 chiffres : {10,11,---,99}

— Catégorie N3 contenant les nombres de 3 chiffres : {100,101, ---,999}

— Catégorie Ny contenant les nombres de 4 chiffres : {1000,1001,--- ,9999}

— Catégorie N5 contenant un nombre de 5 chiffres : {10000}

Attention! le premier chiffre doit étre différent de 0, sinon on risque de se retrouver
dans la catégorie précédente. Les autres chiffres doivent étre différents entre eux et
différents du premier chiffre. Il faut donc choisir le premier chiffre dans ’ensemble
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, pour cela il y a A§ = 9 possibilités et les p autres chiffres
dans lensemble {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} & exception du chiffre choisi pour occuper
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la premiére place et pour cela il y a A}, _; possibilités. Notons que la derniére
catégorie N5 ne contenant que le nombre 10000 est directement exclue puisque dans
ce nombre, le chiffre 0 est répété 4 fois. Ainsi, on obtient :

— card(Ny) = AYA§ =9 x 9 =81

— card(Ns) = A§AZ =9 x 72 = 648

— card(Ny) = AYAS = 9 x 504 = 4536

Finalement, le nombre des entiers situés entre 10 et 10000 formés de chiffres tous

différents est donné par la somme :
card(Nz) + card(Ns) + card(Ny) = 81 + 648 + 4536 = 5265 (3.9)
3. Nombre de nombres que l'on peut former a partir de la disposition suivante :
(2,2,2,2,2,2,2,2,5,5,5,7,7,7,7,8,8)

Il s’agit simplement de permuter les 17 éléments de la disposition précédente dont 8,
3, 4 et 2 éléments respectivement sont non discernables. Le nombre de dispositions

possibles est alors donné par :

17!

P17 _ :
83427 81 x 3 x 4! x 2!

= 30630600 (3.10)

Exercice 6 :

Combien y a-t-il de nombres entiers entre 10 et 1000000 formés de chiffres tous différents ?

Solution :
Un nombre est une disposition ordonnée de chiffres tirés dans {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Dans cet exercice, les chiffres qui composent les nombres entiers doivent étre différents, la
répétition n’est donc pas autorisée. Par conséquent, le nombre des dispositions ordonnées
et sans répétition est donné par le nombre d’arrangements sans répétition de p éléments
parmi n :
AP = _n (3.11)
" (n—p)!

Les nombres entiers entre 10 et 1000000 appartiennent a l’'une ou 'autre des catégories
suivantes, mais pas a deux catégories en méme temps :

— Catégorie Cy : Nombres de 2 chiffres : {10,11,---,99}

— Catégorie Cy : Nombres de 3 chiffres : {100, 101,---,999}

— Catégorie C3 : Nombres de 4 chiffres : {1000, 1001, - - - ,9999}

— Catégorie Cy : Nombres de 5 chiffres : {10000, 10001, - - - ,99999}

— Catégorie C5 : Nombres de 6 chiffres : {100000, 100001, - - - ,999999}

— Catégorie Cs : Nombre de 7 chiffres : 1000000
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Attention! le premier chiffre doit étre différent de zéro, sinon on risque de se retrou-
ver dans la catégorie précédente. Les autres chiffres doivent étre différents entre eux
et différents du premier chiffre. Il faut donc choisir le premier chiffre dans ’ensemble
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, pour cela il y a A§ = 9 possibilités et les p autres chiffres dans
Pensemble {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} a I'exception du chiffre choisi pour occuper la premiére
place et pour cela il y AY;_; possibilités. Notons que la derniére catégorie Cs ne contenant
que le nombre 1000000 est directement exclue puisque dans ce nombre, le chiffre 0 est
répété plusieurs fois. Ainsi, on obtient :

— card(Cy) = A§A§ =9 x9 =281

— card(Cy) = AYA2 =9 x 72 = 648
— card(C3) = A§A3 = 9 x 504 = 4536
— card(Cy) = AYAS = 9 x 3024 = 27216
— card(Cs) = ALAS =9 x 15120 = 136080

Finalement, le nombre des entiers compris entre 10 et 1000000 formés de chiffres tous

différents est donné par la somme :

card(Ch) + card(Cs) + card(Cs) + card(Cy) + card(Cs) = 168561 (3.12)

Exercice 7 :
1. De combien de fagons peut-on placer 4 dossiers différents dans 15 casiers différents
a raison d’un dossier par casier ?

2. De combien de fagons peut-on placer 4 dossiers différents dans 15 casiers différents

quelque soit le nombre de dossiers par casier ?

Solution :

1. Le nombre de fagons de placer 4 dossiers différents dans 15 casiers différents a raison
d’un dossier par casier est donné par le nombre d’arrangements sans répétition de
4 éléments parmi 15, c’est a dire Af; = 32760.

2. Le nombre de fagons de placer 4 dossiers différents dans 15 casiers différents quelque
soit le nombre de dossiers par casier est donné par le nombre d’arrangements avec

répétition de 4 éléments parmi 15, soit 15 = 50625.

Exercice 8 :

1. Combien y a-t-il de nombres entiers entre 100 et 1000 formés de chiffres tous diffé-

rents ?

2. Quel est le nombre de diagonales dans un hexagone ?

Solution :
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1. Nombre de nombres entiers compris entre 100 et 1000 formés de chiffres tous dif-
férents : Notons tout d’abord que le nombre 1000 est exclu des nombres recher-
chés puisqu’il contient plusieurs fois le méme chiffre 0. Il reste donc a énumérer les
nombres entiers de 3 chiffres différents et compris entre 100 et 999 en veillant & ne pas
commencer par un 0 pour ne pas se retrouver avec des nombres a 2 chiffres seulement.
Par conséquent, il faut choisir le premier chiffre dans 'ensemble {1,2,3,--- 8,9},
soit 9 possibilités, et les deux derniers dans ’ensemble {0, 1,2,3,--- 8,9} exception
faite du premier chiffre qui aura déja été choisi. Formellement, un nombre étant une
disposition ordonnée (et sans répétition dans le présent cas), il s’agit de trouver le
nombre d’arrangements sans répétition. Ainsi, on dispose de A} = 9 choix pour le
premier chiffre et de A3 = 72 choix pour les deux derniers, soit un nombre total de
nombres entiers égal & AJAZ =9 x 72 = 648.

2. Nombre de diagonales dans un hexagone :

Un hexagone ABCDEF est un polygone a six sommets et six
cOtés, et une diagonale est un segment reliant deux points non
consécutifs d’un polygone. Le segment [AC] par exemple est
une diagonale de '’hexagone ABCDEF tandis que le segment
[AB] n’en est pas une. Ainsi, pour obtenir une diagonale, il suf-

fit de sélectionner deux sommets différents et de les relier par

un segment dans un sens ou dans un autre ([AC] ou [CA] par F
exemple). Une diagonale est donc une disposition sans répéti-
tion et sans ordre de deux points non consécutifs choisis parmi
les 6 sommets de I'hexagone {A, B,C, D, E, F'}. Formellement, >
le nombre de diagonales est donné par le nombre de combinai-
sons sans répétition de 2 éléments parmi 6 a l’exception des 6
cOtés, soit :

6!

2 _ . -
06_6_2!(6—2)! 6=9

Il s’agit des segments [AC|,[AD], [AE], [BD], [BE],[BF],[CE],[CF] et [DF].

Exercice 9 :

Raymond Queneau, dans I'un de ses ouvrages, propose quatorze ensembles : Fy, Fy, -+, E1y
contenant 10 vers chacun. Pour composer un poéme, il suffit de choisir un vers de chaque
ensemble. Le vers choisi dans I’ensemble E; est le premier vers du poeme, le vers choisi

dans ’ensemble FEs est le deuxieme vers du poeéme et ainsi de suite.
1. L’auteur intitule son ouvrage : cent mille milliard de poémes. Le titre est-il exact ?

2. Deux vers de ’ensemble E14 se terminent par « destin ». Combien y a-t-il de poémes

se terminant par « destin » 7
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3.

On considere un poéme donné P;. Combien y a-t-il de poémes ne contenant aucun
vers de P; 7

Solution :

1.

Afin de composer un poeme, on a les possibilités suivantes :

— 10 choix dans le groupe E; pour le premier vers du poéme;

— et 10 choix dans le groupe Es pour le deuxieme vers du poéme;

— et 10 choix dans le groupe E3 pour le troisiéme vers du poeme;

— et 10 choix dans le groupe E4 pour le quatrieme vers du poéme;

— et ...

— et 10 choix dans le groupe E13 pour le treizieme vers du poéme;

— et 10 choix dans le groupe E14 pour le quatorziéeme vers du poeme.

soit au total 10 x 10 x --- x 10 = 10'* = 100.000.000.000.000, c’est & dire cent mille

14 facteurs
milliard de poémes possibles. Le titre de 'ouvrage est donc exact.

. Afin de composer un poéme se terminant par « destin », on a les possibilités sui-

vantes :

— 10 choix dans le groupe E; pour le premier vers du poéme;

— et 10 choix dans le groupe Es pour le deuxieme vers du poéme ;

— et 10 choix dans le groupe E3 pour le troisieme vers du poeme;

— et 10 choix dans le groupe E4 pour le quatrieme vers du poéme;

— et ...

— et 10 choix dans le groupe E13 pour le treizieme vers du poéme ;

— et 2 choix dans le groupe E14 pour le quatorzieéme vers du poéme.

soit au total 10 x 10 x --- x 10 x2 = 2 x 103 = 20.000.000.000.000, c’est & dire

13 facteurs
vingt mille milliard de poémes se terminant par « destin ».

. Afin de composer un poéme excluant les vers du poeme P;, on a les possibilités

suivantes :

— 9 choix dans le groupe E; pour le premier vers du poéme, c’est a dire tous les
vers du groupe F4 a 'exception du vers qui a servi de premier vers de P;;

— et 9 choix dans le groupe E5 pour le deuxiéme vers du poeme, c’est a dire tous
les vers du groupe F5 a ’exception du vers qui a servi de deuxiéme vers de P ;

— et 9 choix dans le groupe F5 pour le troisieme vers du poéme, c’est a dire tous
les vers du groupe E3 a I’exception du vers qui a servi de troisieme vers de P ;

— et 9 choix dans le groupe E; pour le quatriéme vers du poéme, c’est a dire tous
les vers du groupe F, a ’exception du vers qui a servi de quatrieme vers de P;;

— et ...

— et 9 choix dans le groupe E13 pour le treiziéme vers du poéme, c’est a dire tous

les vers du groupe F13 a ’exception du vers qui a servi de treizieme vers de P;;
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— et 9 choix dans le groupe F14 pour le quatorziéme vers du poéme, c’est a dire
tous les vers du groupe F14 a ’exception du vers qui a servi de quatorzieme vers
de P;.

soit au total 9 x 9 x --- x 9 = 91 = 22.876.790.000.000 poeémes.

14 facteurs

Exercice 10 :

Huit convives sont invitées a s’asseoir autour d’une table ol huit siéges sont prévus.
Combien y a-t-il de dispositions possibles pour que les huit personnes occupent chacune
un siege ?

Solution :

Les huit convives peuvent occuper les huit sieges de différentes manieres, il suffit de
permuter de places. Le nombre de dispositions possibles pour que les huit personnes
occupent chacune un siege est donné par le nombre de permutations sans répétition
(puisqu’un siége ne peut étre occupé par deux personnes en méme temps) de 8 éléments,

cest adire: P =8=8 x7x -+ x 2 x1=40320 dispositions possibles.

Exercice 11 :
Une entreprise veut installer un circuit de lignes téléphoniques dans une ville.

1. Quel est le nombre maximum de lignes qu’elle peut installer si on lui impose de ne
répéter aucun chiffre dans un seul numéro et de n’envisager que des combinaisons
d’au plus 10 chiffres ?

2. Quel est le nombre maximum de lignes qu’elle peut installer si on lui impose de ne

répéter aucun chiffre dans un seul numéro et de n’envisager que des combinaisons
de 8 chiffres?

3. Quel est le nombre maximum de lignes qu’elle peut installer si on I’autorise a répéter
les chiffres, mais a composer uniquement des numéros de 6 chiffres sans utiliser le
07

4. Quel est le nombre maximum de lignes qu’elle peut installer si on lui impose des
numéros de neuf chiffres avec deux fois le chiffre 1, trois fois le chiffre 5 et quatre
fois le chiffre 77

Solution :
Une ligne téléphonique est une disposition ordonnée, avec ou sans répétition, de chiffres.
Le nombre de lignes est en conséquence donné par le nombre d’arrangements possibles de
ces chiffres.
1. Le nombre maximum de lignes que I’entreprise peut installer si on lui impose de ne
répéter aucun chiffre dans un seul numéro et de n’envisager que des combinaisons
d’au plus 10 chiffres est donné par le nombre d’arrangements sans répétition de p

(avec p < 10) chiffres choisis parmi les 10 éléments de la liste {0,1,2,--- ,9}, soit
Ao
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— Pour p = 1, le nombre de lignes est A}, = 100 —10;

or
— Pour p =2, le nombre de lignes est A%, = 18—0!! =90;
— Pour p = 3, le nombre de lignes est A3, = 17—0!! =T720;
— Pour p = 4, le nombre de lignes est A}, = 16—0!! = 5040;
— Pour p =5, le nombre de lignes est A7, = 15—0!! = 30240
— Pour p = 6, le nombre de lignes est A, = 1% = 151200;
— Pour p =7, le nombre de lignes est A7, = 13—0!! = 604800 ;
— Pour p = 8, le nombre de lignes est Af;, = 12—0!! = 1814400

— Pour p =9, le nombre de lignes est AJ, = 11—0!! = 3628800 ;

— Pour p = 10, le nombre de lignes est A1) = 1% = 3628800.

soit un nombre total de lignes 21170:1 ALy = Aly + A3y + - -+ + ALY = 9864100.

. Le nombre maximum de lignes qu’elle peut installer si on lui impose de ne répéter
aucun chiffre dans un seul numéro et de n’envisager que des combinaisons de 8
chiffres est donné par le nombre d’arrangements sans répétition de 8 chiffres parmi
les 10 chiffres de la liste {0,1,2,---,9}, c’est & dire A§, = 1% = 1814400.

ar =

. Le nombre maximum de lignes qu’elle peut installer si on l'autorise a répéter les
chiffres, mais & composer uniquement des numéros de 6 chiffres sans utiliser le 0 est
donné par le nombre d’arrangements avec répétition de 6 éléments choisis parmi les
9 chiffres de la liste {1,2,...,9}, soit a§ = 9% = 531441.

. Le nombre maximum de lignes qu’elle peut installer si on lui impose des numéros de

neuf chiffres avec deux fois le chiffre 1, trois fois le chiffre 5 et quatre fois le chiffre

7 est donné par le nombre de permutations avec répétition de 9 éléments dont 2, 3
9!

et 4 sont non discernables, c’est a dire : P2 34 = g7 = 1260.
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Chapitre 4

Variables aléatoires discretes

4.1 Jeux de cartes

Exercice 12 :
Soit un jeu de 32 cartes. On tire 8 cartes au hasard. Quelle est la probabilité pour que

parmi ces 8 cartes figurent :
1. 2 dames et 3 piques dont la dame de pique ?
2. Une dame et 3 carreaux sans la dame de carreau?

3. 2 dames et 3 carreaux?

Solution :
Un jeu de 32 cartes est organisé en 8 valeurs (l'as, 7, 8, 9, 10, le valet, la dame et le roi)

réparties sur 4 enseignes (le carreau, le cur, le pique et le trefle) :
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Toutes les cartes ont les mémes probabilités d’étre tirées. Cette situation d’équiprobabilité

permet de calculer la probabilité d’un événement E selon la formule :

card(E)

PE) = ara(@)

(4.1)

Dans cet exercice, I'expérience aléatoire consiste a tirer (simultanément) 8 cartes au hasard
b
parmi les 32. La répétition n’est donc pas autorisée et ’ordre n’a pas d’importance dans

cette expérience. Il s’agit donc d’une combinaison de p = 8 éléments parmi n = 32 :

n!
= S .

Le nombre de cas possibles est en conséquence donné par :
card(Q) = C%, = 10518300 (4.3)

1. Soit ’événement A : "Obtenir 2 dames et 3 piques dont la dame de pique".
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La probabilité de cet événement est donnée par :

card(A)

P4) = card(2)

(4.4)

Il reste & calculer card(A). L’événement A correspond aux tirages de :

— 1 dame de pique, elle se trouve sur 'intersection de la ligne des piques et de la
colonne des dames, soit O} = 1 possibilité;

— une deuxiéme dame parmi les 3 qui restent sur la colonne des dames, soit C4 = 3
possibilités ;

— 2 autres piques parmi les 7 qui restent sur la ligne des piques, soit C2 = 21
possibilités ;

— 4 cartes en dehors de la ligne des piques et de la colonne des dames pour com-
pléter les 8 cartes a tirer, soit C; = 5985 possibilités.

Ainsi :

card(A) = C1C1C2C3, =1 x 3 x 21 x 5985 = 377055 (4.5)

Finalement,

card(A) Ciciczcy, 377055
P(A) = = = ~ 0.035 4.6
(A) = @) Cs, 10518300 - 003989 (4.6)

. Soit I’événement B : "Obtenir 1 dame et 3 carreaux sans la dame de carreau'.
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La probabilité de cet événement est donnée par :

card(B)

PO = @)

(4.7)

Il reste & calculer card(B). L’événement B correspond aux tirages de :

— 1 dame parmi les 3 qui restent sur la colonne des dames apres en avoir exclu la
dame de carreau, soit C3 = 3 possibilités;

— 3 carreaux parmi les 7 qui restent sur la ligne des carreaux apres en avoir exclu
la dame de carreau, soit C3 = 35 possibilités;

— 4 cartes en dehors de la ligne des carreaux et de la colonne des dames pour
compléter les 8 cartes & tirer, soit C, = 5985 possibilités.

Ainsi :

card(B) = CaC2C5, = 3 x 35 x 5985 = 628425 (4.8)

Finalement,

5B 130 9842
card(B) _ C3C7Cy, _ 628425 . 0. (4.9)

P(B) = - =
(B) card(Q) Cs, 10518300

3. Soit I’événement C : "Obtenir 2 dames et 3 carreaux'.
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La probabilité de cet événement est donnée par :

card(C)

PO= cara@

(4.10)

Il reste & calculer card(C). Cependant, il faut distinguer entre les deux événements

élémentaires disjoints suivants :

e (1 : "Obtenir 2 dames et 3 carreaux dont la dame de carreau". Dans ce cas, il

faut tirer :

— 1 dame de carreau, elle se trouve sur l'intersection de la ligne des carreaux

et de la colonne des dames, soit C{ = 1 possibilité;

— 1 dame parmi les 3 qui restent sur la colonne des dames, soit C3 = 3 possi-

bilités ;

— 2 carreaux parmi les 7 qui restent sur la ligne des carreaux, soit C? = 21

possibilités ;

— 4 cartes en dehors de la ligne des carreaux et de la colonne des dames pour

compléter les 8 cartes A tirer, soit C; = 5985 possibilités.

Ainsi,

card(Cy) = C1CAC2C5, =1 x 3 x 21 x 5985 = 377055 (4.11)

e (5 : "Obtenir 2 dames et 3 carreaux sans la dame de carreau". Dans ce cas, il

reste a tirer

— 2 dames parmi les 3 qui restent sur la colonne des dames apres en avoir exclu

la dame de carreau, soit C2 = 3 possibilités,

— 3 carreaux parmi les 7 qui restent sur la ligne des carreaux apreés en avoir
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exclu la dame de carreau, soit C3 = 35 possibilités
— 3 cartes en dehors de la ligne des carreaux et de la colonne des dames pour
compléter les 8 cartes A tirer, soit C3; = 1330 possibilités.
Ainsi,
card(Cy) = C2C3C3, = 3 x 35 x 1330 = 139650 (4.12)
Notons que les événements C; et Cy ne peuvent se réaliser simultanément, ils sont
disjoints (i.e. C1 N Cy = 0) et leur union donne 'événement C (i.e. C; U Cy = C).

C; et Cy partitionnent C, il en résulte :

card(C) = card(Ch) + card(Cs) (4.13)

card(C)  card(Cy) + card(Cy) 377055+ 139650
P = = = ~ 0.04912 (4.14
©) card(f2) card(2) 10518300 0.049 (4.14)

Exercice 13 :
D’un jeu de 32 cartes, on tire 8 cartes au hasard. Quelle est la probabilité pour que parmi

ces 8 cartes figurent :
1. 2 valets et 3 tréfles dont le valet de tréfle ?
2. 2 as et 3 piques sans ’as de pique ?

3. 2 as et 3 piques?

Solution :
Un jeu de 32 cartes est organisé en 8 valeurs (I'as, 7, 8, 9, 10, le valet, la dame et le roi)

réparties sur 4 enseignes (le carreau, le cur, le pique et le tréfle) :
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Toutes les cartes ont les mémes probabilités d’étre tirées. Cette situation d’équiprobabilité

permet de calculer la probabilité d’un événement E selon la formule :

card(E)

PE) = cara(@)

(4.15)

Dans cet exercice, 'expérience aléatoire consiste & tirer (simultanément) 8 cartes au hasard
parmi les 32. La répétition n’est pas autorisée et ’ordre n’a pas d’importance dans cette

expérience. Il s’agit donc d’une combinaison de p = 8 éléments parmi n = 32 :

CP — A (4.16)
" pl(n—p) '

Le nombre de cas possibles est en conséquence donné par :
card() = C%, = 10518300 (4.17)

1. Soit I’événement A : "Obtenir 2 valets et 3 tréfles dont le valet de trefle'.
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La probabilité de cet événement est donnée par :

card(A)

PA= )

(4.18)

Il reste & calculer card(A). L’événement A correspond aux tirages de :

— 1 valet de trefle, il se trouve sur l'intersection de la ligne des trefles et de la
colonne des valets, soit Ci = 1 possibilité;

— un deuxiéme valet parmi les 3 qui restent sur la colonne des valets, soit Ci = 3
possibilités ;

— 2 autres trefles parmi les 7 qui restent sur la ligne des tréfles, soit C2 = 21
possibilités ;

— 4 cartes en dehors de la ligne des trefles et de la colonne des valets pour compléter
les 8 cartes a tirer, soit Cg; = 5985 possibilités.

Ainsi :

card(A) = C1C1C2C3, =1 x 3 x 21 x 5985 = 377055 (4.19)

Finalement,

card(A) Ciciczcy, 377055
= = ~ 0.035 4.20
card(Q) Cs, 10518300 - 003989 (4.20)

P(A) =

. Soit ’événement B : "Obtenir 2 as et 3 piques sans l’as de pique".
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La probabilité de cet événement est donnée par :

card(B)

PO = @)

(4.21)

Il reste & calculer card(B). L’événement B correspond aux tirages de :

— 2 as parmi les 3 qui restent sur la colonne des as apres en avoir exclu l'as de
pique, soit C2 = 3 possibilités ;

— 3 piques parmi les 7 qui restent sur la ligne des piques apres en avoir exclu l’as
de pique, soit C% = 35 possibilités

— 3 cartes en dehors de la ligne des piques et de la colonne des as pour compléter
les 8 cartes a tirer, soit Cj; = 1330 possibilités.

Ainsi :
card(B) = C3C3C3, = 3 x 35 x 1330 = 139650 (4.22)
Finalement,
card(B)  C3C3C35, 139650
P(B) = = = ~ 0.013277 4.23
(B) card(9) Cs, 10518300 (423)

3. Soit I’événement C' : "Obtenir 2 as et 3 piques".
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La probabilité de cet événement est donnée par :

card(C)

PO @)

(4.24)
Il reste & calculer card(C). Cependant, il faut distinguer entre les deux événements
élémentaires disjoints suivants :
e (7 : "Obtenir 2 as et 3 piques dont I'as de pique". Dans ce cas, il faut tirer :
— 1 as de pique, il se trouve sur 'intersection de la ligne des piques et de la
colonne des as, soit C1 = 1 possibilité;
— 1 as parmi les 3 qui restent sur la colonne des as, soit Ci = 3 possibilités
— 2 piques parmi les 7 qui restent sur la ligne des piques, soit C2 = 21 possibi-
lités ;
— 4 cartes en dehors de la ligne des piques et de la colonne des as pour compléter
les 8 cartes a tirer, soit Cg; = 5985 possibilités.
Ainsi,
card(Cy) = C{C3C2C5, =1 x 3 x 21 x 5985 = 377055 (4.25)

e (5 : "Obtenir 2 as et 3 piques sans I’as de pique". Dans ce cas, il reste a tirer
— 2 as parmi les 3 qui restent sur la colonne des as apres en avoir exclu ’as de
pique, soit C3 = 3 possibilités,
— 3 piques parmi les 7 qui restent sur la ligne des piques apreés en avoir exclu
I'as de pique, soit C2 = 35 possibilités;
— 3 cartes en dehors de la ligne des piques et de la colonne des as pour compléter

les 8 cartes a tirer, soit C§, = 1330 possibilités.
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Ainsi,
card(Cy) = C3C3C5, = 3 x 35 x 1330 = 139650 (4.26)
Notons que les événements C et Cy ne peuvent se réaliser simultanément, ils sont
disjoints (i.e. C; N Cy = ) et leur union donne 'événement C (i.e. C; U Cy = C).

C1 et Cy partitionnent C| il en résulte :
card(C) = card(Ch) + card(Cs) (4.27)
card(C)  card(Cy) + card(Cy) 377055 + 139650

P = = =
©) card(f2) card(€Y) 10518300

~0.04912  (4.28)

4.2 Candidatures

Exercice 14 :
Parmi 12 candidats a une bourse, 3 appartiennent a la ville de Tanger, 3 appartiennent
a la ville de Rabat, 3 appartiennent a la ville de Fés et 3 appartiennent a la ville de

Marrakech. Parmi ces candidats, 4 seulement vont réussir.

1. Quelle est la probabilité que les quatre candidats appartiennent a des villes diffé-

rentes ?

2. Quelle est la probabilité que les quatre candidats appartiennent & une méme ville ?

Solution :

Les 12 candidats a la bourse viennent de 4 villes selon le tableau suivant :

Tanger | Rabat | Fes | Marrakech

Tanger | Rabat | Fes | Marrakech

Tanger | Rabat | Fes | Marrakech

Ils ont tous la méme probabilité d’étre admis. Cette situation d’équiprobabilité permet

de calculer la probabilité d’un événement E selon la formule suivante :

card(E)

PE) = Cara@)

(4.29)
ou 2 est 'ensemble des possibilités. Chaque candidat ne peut étre choisi qu’'une seule fois
et peu importe I'ordre dans lequel il est choisi. Par conséquent, le nombre de dispositions
des 4 candidats a retenir est donné par le nombre de combinaisons de 4 éléments parmi
12, soit :

12!
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1. Désignons par A I’événement : "les 4 candidats appartiennent & des villes différentes".

La probabilité de cet événement est donnée par :

card(A)

PA= ara@

(4.31)

Le calcul de card(A) se fait en deux étapes :

(a)

Tirage au sort des villes : les 4 candidats viennent de villes différentes. Comme
le nombre total de villes est égal a 4, il faut donc choisir les 4 villes parmi ces
4 villes disponibles. L’ordre dans lequel les villes sont choisies n’a pas d’impor-
tance et une ville ne peut étre choisie qu'une seule fois. Il s’agit donc d’une

combinaison sans répétition de 4 éléments parmi 4 :

- Al

Sy ! (4-32)

Tirage au sort des candidats : choisir un candidat parmi les 3 candidats de
Tanger (C%), choisir un candidat parmi les 3 candidats de Rabat (C4), choisir
un candidat parmi les 3 candidats de Fés (C3) et choisir un candidat parmi les
3 candidats de Marrakech (C3), soit :

3! 3! 3! 3!

1~ 1~1~1
C3C3C505 = (3 —1)! % (3 —1)! % (3 —1)! % 11(3 —1)! (4.33)
=3x3x3x3 (4.34)
=81 (4.35)
Il vient :

card(A) = C} x CaCiCiC) =1 x 81 =81 (4.36)

Don 81 9

PA) = — = — 4.

A= 195 = 5 (437)

2. Désignons par B I’événement : "Les 4 candidats appartiennent & une méme ville".

La probabilité de cet événement est donnée par :

card(B)
P(B)= ———== 4.38
(B) card(QY) (4.38)
Le calcul de card(B) se fait en deux étapes :
(a) Tirage au sort de la ville dans les 4 villes disponibles :
4!
Cl=— " —4 4.39
LT A -1 (4.39)

(b) Tirage au sort des candidats : choisir 4 candidats par les 3 candidats de la ville
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choisie (C§ = 0) et ne choisir aucun candidat parmi les candidats de chacune
des 3 autres villes (CYCICY), soit :

3! 3! 3!

4000 _ : = 4.4
G000 = 0X =05 * iz — oyt < o —oyt ~ © (4.40)
Il vient :

card(B) = C} x C4CCICY =4 x0 =0 (4.41)

D’ou .
P(B)= — = 4.42
(B)= 195 =0 (4.42)

Rappel :

p>n=CP=0 (4.43)

Exercice 15 :

Parmi 10 candidats a cinq postes, 2 appartiennent a la ville de Tanger, 2 appartiennent
a la ville de Rabat, 2 appartiennent a la ville de Casablanca, 2 appartiennent a la ville
de Fes et 2 appartiennent a la ville Marrakech. Parmi ces 10 candidats, 5 seulement vont

gagner un poste.

1. Calculer la probabilité que les 5 candidats gagnants appartiennent a des villes dif-

férentes.

2. Calculer la probabilité que deux gagnants seulement appartiennent & une méme ville

et les trois autres appartiennent & des villes différentes.

3. Calculer la probabilité que les 5 candidats gagnants appartiennent a une méme ville.

Solution :

Les 10 candidats viennent deux a deux de 5 villes selon le tableau suivant :

Tanger | Rabat | Casablanca | Feés | Marrakech

Tanger | Rabat | Casablanca | Fés | Marrakech

Ils ont tous la méme probabilité d’étre admis. Cette situation d’équiprobabilité permet

de calculer la probabilité d’un événement F selon la formule suivante :

card(E)

P(B) = card(2)

(4.44)
ou {2 est ’ensemble des possibilités. Chaque candidat ne peut étre choisi qu'une seule fois
et peu importe 'ordre dans lequel il est choisi. Par conséquent, le nombre de dispositions
des 5 candidats a retenir est donné par le nombre de combinaisons de 5 éléments parmi
10, soit :

10!
card(Q) = C3y = 0 ;= 252 (4.45)

51(10 — 5)
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1. Désignons par A I’événement : "les 5 candidats gagnants appartiennent a des villes

différentes". La probabilité de cet événement est donnée par :

card(A)

PA= ara@

(4.46)

Le calcul de card(A) se fait en deux étapes :

(a) Tirage au sort des villes : les 5 candidats viennent de villes différentes. Comme
le nombre total de villes est égal a 5, il faut donc choisir les 5 villes parmi ces
5 villes disponibles. L’ordre dans lequel les villes sont choisies n’a pas d’impor-
tance et une ville ne peut étre choisie qu'une seule fois. Il s’agit donc d’une

combinaison sans répétition de 5 éléments parmi 5 :

|4 5!

(b) Tirage au sort des candidats : choisir un candidat parmi les 2 candidats de
Tanger (C%), choisir un candidat parmi les 2 candidats de Rabat (C%), choisir
un candidat parmi les 2 candidats de Casablanca (C3), choisir un candidat
parmi les 2 candidats de Fés (C3) et choisir un candidat parmi les 2 candidats
de Marrakech (C3), soit :

2! 2! 2! 2! 2!
1~1 1,1, ~1
OGO = T T e -1 < 11
(4.48)
=2X2X2x2x2 (4.49)
=32 (4.50)
Il vient :

card(A) = C2 x C3C1CICICT =1 x 32 = 32 (4.51)

D’ou - g

2. Désignons par B 1’événement : "2 candidats gagnants seulement appartiennent a
une méme ville et les 3 autres appartiennent a des villes différentes". La probabilité

de cet événement est donnée par :

card(B)

)

(4.53)

Le calcul de card(B) se fait selon les étapes suivantes :

(a) Parmi les 5 villes, choisir celle & laquelle appartiendront 2 candidats (C2) puis
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choisir 2 candidats parmi les 2 candidats de cette ville (C3) , soit :

5! 2!
=5x1=5 (4.54)

12 _
GO = o1 X 2 —2)

(b) ET, parmi les 4 villes qui restent, choisir 3 villes auxquelles appartiendront
un candidat chacune (C3), puis choisir un candidat parmi les 2 candidats de

chacune de ces villes (C3C3C3), soit :

41 2! 9l 9

31 ~1 1
Cita Gl = g e - D T2 = 1 12 = 1]

=4X2x2x2 =32
(4.55)

(c) ET, dans la derniere ville qui reste (C1), ne choisir aucun candidat parmi ses
2 candidats (C3), soit :
1! 2!

1o = =1x1=1 4.
GO = Aoy X oeoop L (4.56)

11 vient :
card(B) = C3C3 x C3C3C3C5 x C1CY =5 x 32 x 1 = 160 (4.57)

D’ou
160 40

P(B)= 505 = & (4.58)

. Désignons par C I’événement : "Les 5 candidats gagnants appartiennent a une méme

ville". La probabilité de cet événement est donnée par :

card(C)

P(C)=——= 4.59
©) card(SY) (4:59)
Le calcul de card(C) se fait en deux étapes :
(a) Tirage au sort de la ville dans les 5 villes disponibles :
5!
1
= = 4-
@ 11(5—1)! b (4.60)

(b) Tirage au sort des candidats : choisir 5 candidats par les 2 candidats de la ville
choisie (C5 = 0) et ne choisir aucun candidat parmi les candidats de chacune
des 4 autres villes (CYCIC9CY), soit :

2l 2 2| 2l
12— 0) 02— 0)! " 0I(Z—0)! " 0I(2 —0)!

c3C9CICICy = 0x 5 =0 (4.61)

11 vient :
card(C) = C3 x C5CY0CCICY =5 x 0 =0 (4.62)
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D’ou

P(C)=——=0 (4.63)

Rappel :
p>n=Cl=0 (4.64)

Exercice 16 :
Parmi 12 candidats a s’inscrire en doctorat, 2 appartiennent a la ville de Tanger, 2 appar-
tiennent a la ville de Rabat, 2 appartiennent a la ville de Fes, 2 appartiennent a la ville
de Marrakech, 2 appartiennent & la ville d’Agadir et 2 appartiennent a la ville d’Oujda.
Parmi ces candidats, 4 seulement vont réussir.

1. Quelle est la probabilité que les quatre candidats appartiennent a des villes diffé-

rentes 7
2. Quelle est la probabilité que deux candidats seulement appartiennent a des villes

différentes ?

3. Quelle est la probabilité que les quatre candidats appartiennent & une méme ville ?

Solution :

Les 12 candidats au doctorat viennent deux & deux de 6 villes selon le tableau suivant :

Tanger | Rabat | Fes | Marrakech | Agadir | Oujda

Tanger | Rabat | Fes | Marrakech | Agadir | Oujda

Ils ont tous la méme probabilité d’étre admis. Cette situation d’équiprobabilité permet

de calculer la probabilité d’un événement F selon la formule suivante :

card(E)

P(E) = card(2)

(4.65)
ou (2 est 'ensemble des possibilités. Chaque candidat ne peut étre choisi qu’'une seule fois
et peu importe I'ordre dans lequel il est choisi. Par conséquent, le nombre de dispositions
des 4 candidats a retenir est donné par le nombre de combinaisons de 4 éléments parmi
12, soit :

12!

1. Désignons par A I’événement : "les 4 candidats appartiennent a des villes différentes".

La probabilité de cet événement est donnée par :

card(A)

PA= ra@

(4.67)

Le calcul de card(A) se fait en deux étapes :
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(a) Tirage au sort des villes : les 4 candidats viennent de villes différentes. Comme

le nombre total de villes est égal a 6, il faut donc choisir les 4 villes parmi ces

6 villes disponibles. L’ordre dans lequel les villes sont choisies n’a pas d’impor-

tance et une ville ne peut étre choisie qu'une seule fois. Il s’agit donc d’une
combinaison sans répétition de 4 éléments parmi 6 :

Ccy = 4!(66:4)! =15 (4.68)

(b) Tirage au sort des candidats : choisir un candidat parmi les 2 candidats de

la premiére ville choisie (C3), choisir un candidat parmi les 2 candidats de la

deuxiéme ville choisie (C3), choisir un candidat parmi les 2 candidats de la

troisiéme ville choisie (C3), choisir un candidat parmi les 2 candidats de la

quatriéme ville choisie (C3) et ne choisir aucun candidats parmi les candidats

des 2 villes qui n’ont pas été choisies (CYCY), soit :

2! 2! 2! 2! 2! 2!
1~1~1~1~0~0 __
C202C2C202C = 12 -1)! X 12 -1)! X 12-n! 121 % 0!(2 —0)! % 0!(2 — (
(4.69)
=2x2x2x2x1x1 (4.70)
=16 (4.71)
Il vient :

card(A) = Cg x C3CICICICICY = 15 x 16 = 240 (4.72)

Dot 240 48

P(A)=""=_ 4.

(A)=195 =9 (4.73)

. Désignons par B I’événement : "2 candidats seulement appartiennent a des villes
différentes", ou bien de maniere équivalente "2 candidats seulement appartiennent
a des villes différentes et les 2 autres appartiennent & la méme ville". La probabilité

de cet événement est donnée par :

card(B)

P(B) = card(Q)

(4.74)

Le calcul de card(B) se fait selon les étapes suivantes :

a) Parmi les 6 villes, choisir celle & laquelle appartiendront 2 candidats (C}) puis
(a) ; q pp 5) P

choisir 2 candidats parmi les 2 candidats de cette ville (C3) , soit :

cict =

6! 2!
nG-1) “a@_zy  0*t=0 (4.75)

(b) ET, parmi les 5 villes qui restent, choisir 2 villes auxquelles appartiendront
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un candidat chacune (C2), puis choisir un candidat parmi les 2 candidats de

chacune de ces villes (C3C3), soit :

51 2 21
215 —2) 12 —1) " 12- 1)

C2C5C5 = =10x2x2=40 (4.76)

(c) ET, dans les 3 villes qui restent (C3), ne choisir aucun candidat parmi les 2
candidats de chacune (CICSCY), soit :

3! 2! 2! 2!
ci3cdedod = = Ixlx1x1x1l=1
s T T o2 — o) 02— o)l o2 o)
(4.77)
11 vient :
card(B) = C¢C2 x C2C5C5 x C3CICICT =6 x 40 x 1 = 240 (4.78)
Don 240 60
P(B)="— = — 4.
B) =355 = 63 (4.79)

. Désignons par C' I’événement : "Les 4 candidats appartiennent a une méme ville".

La probabilité de cet événement est donnée par :

card(C)

PC)= ——= 4.80
) card(Q) (4.80)
Le calcul de card(C) se fait en deux étapes :
(a) Tirage au sort de la ville dans les 6 villes disponibles :
6!
i 4.81
s 11(6 —1)! 0 (4.81)

(b) Tirage au sort des candidats : choisir 4 candidats par les 2 candidats de la ville
choisie (C3 = 0) et ne choisir aucun candidat parmi les candidats de chacune
des 5 autres villes (C3CICYCICY), soit :

2! 2! 21 2! 2l
4 ~0 ~0~0~0~0 __ _
OGO =0 GG e =0 0@ —0) 02— 0) 0z —0) _
(4.82)
Il vient :
card(C) = C¢ x C5CCICICICT =6 x 0 =0 (4.83)
Dot .
P(C) = — — 4.84
(€)= 155 =0 (4.84)
Rappel :
p>n=CP=0 (4.85)
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4.3 Destinations touristiques

Exercice 17 :
Pour passer ses vacances, un touriste marocain a le choix entre 5 destinations au Maroc,
5 destinations en France, 2 destinations en Espagne et 2 destinations en Italie. Parmi ces

destinations, il décide d’en choisir 4 seulement.
1. Calculer la probabilité que les quatre destinations appartiennent & des pays diffé-
rents;
2. Calculer la probabilité que les quatre destinations appartiennent & un méme pays;
3. Calculer la probabilité que 2 destinations appartiennent a la France, et au moins

une destination appartient au Maroc.

Solution :
Les 14 destinations que le touriste marocain peut choisir sont regroupées dans le tableau

suivant :

Maroc | Maroc | Maroc | France | France | Espagne | Italie

Maroc | Maroc | France | France | France | Espagne | Italie

Elles ont toutes la méme probabilité d’étre choisies. Cette situation d’équiprobabilité

permet de calculer la probabilité d’un événement E selon la formule suivante :

card(E)

PO = cara@)

(4.86)

ou 2 est I’ensemble des possibilités. Chaque destination ne peut étre choisie qu'une seule

fois et peu importe I'ordre dans lequel elle est choisie. Par conséquent, le nombre de

dispositions des 4 destinations a retenir est donné par le nombre de combinaisons de 4
éléments parmi 14, soit :

14!
card(Q) = O}y = ————— = 1001 4.87
1. Désignons par A I’événement : "les 4 destinations appartiennent a des pays diffé-

rents"'. La probabilité de cet événement est donnée par :

P(A) = ZZ;ZE‘S; (4.88)
avec
card(A) = C3C3C3C5 =5 x5 x2x 2 =100 (4.89)
o P(A) = 20 (4.90)
1001 '
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2. Désignons par :
— B l'événement : "Les 4 destinations appartiennent & un méme pays";
— By I'événement : "Les 4 destinations appartiennent au Maroc" ;
— Bp I’'événement : "'Les 4 destinations appartiennent a la France";
— Bpg I'événement : "Les 4 destinations appartiennent a ’Espagne" ;
— By I'événement : "Les 4 destinations appartiennent a 1'Italie".
ou By, Br, Bg et By forment une partition de B dont la probabilité est donnée

par :
card(B)

card(Q)
avec card(B) = card(Bys) + card(Br) 4+ card(Bg) + card(By) et

P(B) = (4.91)

card(Bp) = C5C2CICY =5x1x1x1=5 (4.92)
card(Bp) = CICSCICY =1 x5x1x1=5 (4.93)
(Bp) =CCC3CY =1x1x0x1=0 (4.94)
card(By) = CICI0IC5 =1 x1x1x0=0 (4.95)

card(Bg

Dot card(B) =5+5+0+0=10 et

10
P(B) = — 4.
(B) = 1001 (4.96)
Rappel :
p>n=CP=0 (4.97)

3. Désignons par C' I’événement : "2 destinations appartiennent & la France et au moins
une destination appartient au Maroc". Cet événement peut s’écrire de manieére ex-
plicite somme suit : "2 destinations appartiennent a la France et 1 destination appar-
tient au Maroc et 1 destination appartient & 'Espagne" (désignons cet événement
par C7 ) OU "2 destinations appartiennent & la France et 1 destination appartient
au Maroc et 1 destination appartient & I'Ttalie" (désignons cet événement par Cs )
OU "2 destinations appartiennent a la France et 2 destinations appartiennent au
Maroc" (désignons cet événement par C3). Ainsi, C, Cs et C3 forment une partition
de C et card(C) = card(Cy) + card(Cs) + card(C3) avec :

— card(Cy) = C2CLCICY =10 x5 x 2 x 1 =100

— card(Cy) = C2CLCYCEI =10 x 5 x 1 x 2 =100

— card(C3) = C2C2CYCY =10 x 10 x 1 x 1 = 100

Par conséquent, card(C) = 100 + 100 + 100 = 300 et subséquemment :
card(C) 300

P(C) = sard(@ = 1001 (4.98)
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Exercice 18 :
Pour passer ses vacances, un touriste marocain a le choix entre 5 destinations au Maroc,
5 destinations en France, 5 destinations en Espagne et 2 destinations en Italie.Parmi ces

destinations, 5 seulement vont étre choisies au hasard.
1. Calculer la probabilité que les 5 destinations choisies au hasard appartiennent a des
pays différents ;
2. Calculer la probabilité que les 5 destinations appartiennent & un méme pays;

3. Calculer la probabilité que 3 destinations appartiennent a la France et au moins une

destination appartient au Maroc.

Solution :
Les 17 destinations que le touriste marocain peut choisir sont regroupées dans le tableau

suivant :

Maroc | Maroc | Maroc | France | France | Espagne | Espagne | Espagne | Italie

Maroc | Maroc | France | France | France | Espagne | Espagne Italie

Elles ont toutes la méme probabilité d’étre choisies. Cette situation d’équiprobabilité

permet de calculer la probabilité d’un événement F selon la formule suivante :

card(E)

P(B) = card(2)

(4.99)
ou 2 est 'ensemble des possibilités. Chaque destination ne peut étre choisie qu'une seule
fois et peu importe 'ordre dans lequel elle est choisie. Par conséquent, le nombre de
dispositions des 5 destinations a retenir est donné par le nombre de combinaisons de 5

éléments parmi 17, soit :

17!
card() = C}; = 5'(?7*5)' = 6188 (4.100)

1. Désignons par A I’événement : "les 5 destinations appartiennent a des pays diffé-

rents". La probabilité de cet événement est donnée par :

card(A)

P(A) = card() (4.101)
avec
card(A) = CLOCLOIC =5 x5 x5x2%x0=0 (4.102)
D’ou 0
P(A) = o2 =0 (4.103)

2. Désignons par :
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— B l’événement : "Les 5 destinations appartiennent & un méme pays" ;

— Bjs I'événement : "Les 5 destinations appartiennent au Maroc" ;

— Bp I’événement : "Les 5 destinations appartiennent & la France';

— Bpg 'événement : "Les 5 destinations appartiennent a I'Espagne" ;

— By ’événement : "Les 5 destinations appartiennent a 1'Italie".

ou Bys, Br, Bg et By forment une partition de B dont la probabilité est donnée

par :
card(B)

card(SY)
avec card(B) = card(Bys) + card(Br) + card(Bg) + card(By) et

P(B) = (4.104)

card(By) = C2CC9CY =1 x1x1x1=1 ( )
card(Bp) = CIC3C2CY =1x1x1x1=1 (4.106)
card(Bg) = CICYCECY =1 x1x1x1=1 ( )

( ( )

card(Br) = CYCICICT =1 x1x1x0=0
Dot card(B)=1+1+14+0=3et
P(B) = —— (4.109)

Rappel :
p>n=Cl=0 (4.110)

3. Désignons par C ’événement : "3 destinations appartiennent a la France et au moins
une destination appartient au Maroc". Cet événement peut s’écrire de maniere ex-
plicite somme suit : "3 destinations appartiennent a la France et 1 destination appar-
tient au Maroc et 1 destination appartient a ’Espagne" (désignons cet événement
par C7 ) OU "3 destinations appartiennent & la France et 1 destination appartient
au Maroc et 1 destination appartient & I'Ttalie" (désignons cet événement par Cy )
OU '3 destinations appartiennent a la France et 2 destinations appartiennent au
Maroc" (désignons cet événement par Cs). Ainsi, C7, Cy et C3 forment une partition
de C et card(C) = card(Cy) + card(Cs) + card(Cs) avec :

— card(Cy) = C3CLCICY =10 x 5 x 2 x 1 =100

— card(Cy) = C3CLCYCEI =10 x 5 x 1 x 2 =100

— card(Cs) = C2C2CICY =10 x 10 x 1 x 1 =100

Par conséquent, card(C) = 100 + 100 + 100 = 300 et subséquemment, :
card(C) 300

P(O) = i) = oiss (4.111)

Exercice 19 :
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5 étudiants passent 10 concours pour accéder a 10 grandes écoles
1. Calculer la probabilité que les 5 étudiants réussissent des écoles différentes.

2. Calculer la probabilité que 2 étudiants seulement réussissent une méme école et les

3 autres des écoles différentes.

3. Calculer la probabilité que les 5 étudiants réussissent les mémes écoles.

Solution :
Les 5 étudiants vont accéder a 10 grandes écoles avec les mémes probabilités pour ga-
rantir 1’égalité des chances. Cette situation d’équiprobabilité nous permet de calculer la

probabilité d’un événement F selon la formule :

card(E)

P(B) = card(?)

(4.112)
La répétition est permise puisqu’on suppose que les places ne sont pas limitées et ’ordre
d’acces n’a pas d’importance. Le nombre de cas possibles est donc donné par le nombre

de combinaisons avec répétitions de 5 éléments parmi 10 :

14!
card(Q) = K}y = C{y_145 = Sig] = 2002 (4.113)

1. Probabilité que les 5 étudiants réussissent des écoles différentes :
Désignons par A lévénement : "les 5 étudiants réussissent des écoles différentes".
Le nombre de cas favorables a cet événement est égal au nombre de combinaisons

sans répétitions de 5 éléments parmi 10, c’est a dire :
card(A) = C3, (4.114)

La probabilité de ’événement A est donnée par :

card(A) 252 126

P A == = =
(4) card(Q) 2002 1001

(4.115)

Il y a une probabilité de 126/1001 que les 5 étudiants réussissent des écoles diffé-
rentes.

2. Probabilité que 2 étudiants seulement réussissent une méme école et les 3 autres des
écoles différentes :
Désignons par B lévénement : "2 étudiants seulement réussissent une méme école et
les 3 autres des écoles différentes”. Le nombre de cas favorables a cet événement est
égal au nombre de combinaisons avec répétitions de 2 éléments (étudiants) parmi

1 (une grande école) multiplié par le nombre de combinaisons sans répétitions de 3
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éléments (étudiants) parmi les 9 (grandes écoles) qui restent, c’est a dire :
card(B) = K x C3 = C3_,, x C3 =1 x 84 = 84 (4.116)

La probabilité de I’événement B est donnée par :

card(B) 84 42

P B - = =
(B) card(€2) 2002 1001

(4.117)

Il y a une probabilité de 42/1001 que 2 étudiants seulement réussissent une méme
école et les 3 autres des écoles différentes.

3. Probabilité que les 5 étudiants réussissent les mémes écoles :
Désignons par C lévénement : "les 5 étudiants réussissent les mémes écoles". Le
nombre de cas favorables a cet événement est égal au nombre de combinaisons
avec répétitions de 5 éléments (étudiants) parmi 1 (une grande école) multiplié par
le nombre de combinaisons avec répétitions de 0 élément (étudiant) parmi les 9

(grandes écoles) qui restent, c’est a dire :
card(C) =K} x K§ =C}_1 s xCJ_1.o=1x1=1 (4.118)

La probabilité de I’événement C' est donnée par :

card(C) 1 1
card(2) 2002 1001

P(C) = (4.119)

Il y a une probabilité de 1/1001 que les 5 étudiants réussissent les mémes écoles.

4.4 Tirage aléatoire de boules dans un sac ou une urne

Exercice 20 :

On tire au hasard une boule dans un sac contenant 4 boules rouges et 2 boules blanches.
Si la boule tirée est rouge on gagne 2 points, et si elle est blanche on perd 4 points. On
répete cette expérience aléatoire 3 fois avec remise de la boule tirée dans le sac avant
de procéder au tirage suivant.

On considere la variable aléatoire X donnant la somme algébrique des points gagnés ou
perdus a l'issue des 3 tirages.

1. Déterminer la loi de probabilités de X ;

2. Calculer 'espérance mathématique E(X);

3. Calculer la variance V(X).

Solution :

Le schéma suivant illustre un sac contenant 6 boules dont 4 rouges et 2 blanches :
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Dans cet exercice, I'expérience aléatoire consiste a tirer au hasard une boule dans le sac
et a la remettre dans celui-ci avant de procéder a un nouveau tirage. Cette expérience
aléatoire est répétée 3 fois de suite et a chaque fois le tirage d’une boule rouge fait gagner
2 points et le tirage d’une boule blanche en fait perdre 4. Le total des points gagnés ou
perdus est comptabilisé par la variable aléatoire X.
Le tirage des boules étant avec remise de chaque boule tirée dans le sac avant de procéder
a un nouveau tirage implique que le résultat de chaque tirage est indépendant de celui des
tirages qui lui ont précédés. Dans ces conditions, la probabilité jointe de deux événements
indépendants A et B est égale au produit de leurs probabilités marginales respectives
(i.e. P(AB) = P(A)P(B)). De maniere équivalent, la probabilité conditionnelle d’un
événement A sachant un événement B indépendant est égale & la probabilité marginale
de A puisque la condition B n’a aucun effet sur la probabilité de réalisation de 1’événement
A dont il ne dépend pas (i.e. P(A|B) = P(A)).
1. Loi de probabilité de X :
Afin d’établir la loi de probabilités de la variable aléatoire X, commencons par

illustrer ’ensemble des possibilités a 1’aide d’un arbre de décision :
4/e R(+2) —x=6
o R(+2) <
26 B(-4) —> x=0
R(+2)

1/g _

Y e / R(+2) —>x=0

B(-4)

2/ B(-4) —>x=-6

/e R(+2) —>x= 6
2/e B(—4) <
2/e B(-4) — x=-12
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Désignons par R,, (respectivement, B,, ) I’événement "obtenir une boule rouge (res-
pectivement, blanche) lors du tirage numéro n', avec n = 1,2, 3. Selon cet arbre, les

valeurs possibles de la variable aléatoire X sont -12, -6, 0 ou 6.

Probabilité de z; = —12 :

Il n’y a qu’une seule branche qui méne vers cette premiere possibilité; celle qui
consiste & tirer une boule blanche lors du premier tirage (Bj), une boule blanche
lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule blanche lors du troisiéme tirage (Bs).

Ainsi, la probabilité associée a cette possibilité est donnée par :
P(Z‘1 = —12) = P(BlBQBg)

Comme les tirages sont avec remise de la boule tirée dans le sac avant le tirage

suivant, les événements By, By et B3 sont indépendants. On peut donc écrire :

P(l’l = —12) = P(BlBQBg)

De maniere équivalente, il n’y a qu’une seule branche qui méne vers la premiere pos-
sibilité x1 = —12; cette branche consiste a tirer une boule blanche lors du premier
tirage (Bj), puis une boule blanche lors du deuxiéme tirage sachant qu’une boule
blanche a été tirée lors du premier tirage (Bz|Bi) et enfin une boule blanche lors du
troisiéme tirage sachant que des boules blanches ont été tirées lors du premier et du
deuxiéme tirages (Bs|B1Bs). Mais comme les événements By, B et Bz sont indé-
pendants, les probabilités conditionnelles sont égales aux probabilités marginales.

On retrouve le méme résultat que précédemment :

P(Il = —12) = P(BlBng>
= P(Bl) X P(B2|Bl) X P(Bg‘BlBQ)
— P(By)P(B,)P(Bs)

Probabilité de zo = —6 :

Il y a 3 branches qui menent vers cette deuxiéme possibilité :
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— la premiere branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(Rq), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule blanche lors
du troisiéme tirage (Bj), soit une probabilité P(RyBsBs);

— ou la deuxieme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier
tirage (B7), une boule rouge lors du deuxi¢me tirage (Rs2) et une boule blanche
lors du troisiéme tirage (B3), soit une probabilité P(ByRsBs3);

— ou la troisieme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier
tirage (B1), une boule blanche lors du deuxieme tirage (Bz) et une boule rouge
lors du troisieme tirage (Rj3), soit une probabilité P(ByBaR3).

La probabilité d’obtenir x5 = —6 est donc donnée par :
P(.Z‘Q = —6) = P(RlBng) + P(BlRQBg) + P(BlBgRg)
Comme les événements sont indépendants, on peut comme précédemment écrire :

P(yl = —6) = P(R1BQB;3) + P(BleBj) + P(BlBQR3)

= P(R;)P(B2)P(B3) + P(B1)P(R2)P(B3) + P(B1)P(B2)P(R3)
a2 2 2 4 2 2 0
6 6 6 6 6 6 6 6 6
2
9

Probabilité de z3 =0 :

Il y a 3 branches qui menent vers la troisiéme possibilité :

— la premieére branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (R2) et une boule blanche lors du
troisieme tirage (Bs), soit une probabilité P(RyR2Bs);

— ou la deuxieme branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier
tirage (R1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bs) et une boule rouge
lors du troisieme tirage (Rj3), soit une probabilité P(RyBaR3);

— ou la troisieme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier
tirage (B1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (R2) et une boule rouge
lors du troisiéme tirage (Rj3), soit une probabilité P(ByRsR3).

La probabilité d’obtenir la possibilité y; = 0 est donc donnée par :

P(yi = 0) = P(RleBg) + P(RlBQRg) + P(BlRQRg)
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De manieére plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

(R2|Bl) X P(R3|BlR2)

+4x2><3+2><4><3
6 5 5 6 6 5

E
X
&Sl Uy

Enfin, il n’y a qu’une seule branche qui méne vers la derniére possibilité y; = 6 ; celle
qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage (R;), une boule rouge
lors du deuxieme tirage (Rz2) et une boule rouge lors du troisieme tirage (R3). La

probabilité d’obtenir la possibilité y; = 6 est donc donnée par :
P(y; = 6) = P(R1R2R3)

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule rouge lors du
premier tirage (R;), puis une boule rouge lors du deuxiéme tirage sachant qu’une
boule rouge a été tirée lors du premier tirage (Rz|R;) et enfin une boule rouge lors
du troisiéme tirage sachant que des boules rouges ont été tirées lors du premier et

du deuxiéme tirages (R3|R1R2) :

P(yl = 6) P(RlRQRg)

(Rl (RQlRl) X P(R3|R1R2)

x P
3 2

=—X - X —
5 4

(S BN

Les résultats précédents sont récapitulés dans le tableau suivant :

Yi -12 -6 0 6

P(y;) | 1/27 | 182/675 | 185/375 | 1/5

Remarque : Etant donné que chaque boule tirée, indépendamment de sa couleur,
est remise dans le sac avant de procéder au tirage suivant, il en résulte que les évé-
nements R; et B; (i =1,2,3) précédemment définis sont indépendants. Rappelons
que dans une telle situation, la probabilité jointe d’événements indépendants A et
B est égale au produit de leurs probabilités marginales (i.e. P(AB) = P(A)P(B)).
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En appliquant cette regle au cas présent, on retrouve les résultats précédents :

P(y; = —12) = P(B1B2B3)

P(y; = —6) = P(R1B2Bs3) + P(B1 Ry B3) + P(B1 B2 R3)

4 2
6 6

2 2

><——&——><—><é
6

6 6

P(y; = 0) = P(R1RyB3) + P(R1B2R3) + P(B1 Ry R3)

P(yi = 6) = P(R1RaRy)

Notons au passage que la somme des probabilités est bien égale a 1 :

4

S P(y) = -

i=1

2. Calcul de E(X) et V(X)

25
675

=1

Espérance mathématique E(Y) :

E(Y)= Zyip(yi) =

282

~

675

—0.418

95

1,18 185 1
27 675 375 5

182 333 135
675 675 675

(R1)P(B2)P(B3) + P(B1)P(Ry)P(Bs) 4+ P(B1)P(B2) P(R3)

yi | Ply) yi P(y:)
-12 | 25/675 —300/675
6 | 182/675 | —1092/675
0 | 333/675 | 0/675
6 135/675 810/675
D 1 —282/675




Variance V(Y) :

vi | vi | Ply) | ¥iP(w)
B(v?) iyZP(yl) 15012 556 12 | 144 | 25/675 | 3600/675
pe AR 675 25 6 | 36 | 182/675 | 6552/675
V(Y)=E(Y?) - E*(Y) 0 | o |333/675| 0/675
2
_ 906 (2823 99064 6 | 36 | 135/675 | 4860/675
25 675
s | - 1 15012/675

Exercice 21 :
On tire au hasard une boule dans un sac contenant 3 boules rouges et 3 boules blanches.
— Si la boule tirée est rouge, on gagne 5 points;
— Si la boule tirée est blanche, on perd 2 points.
On répete cette expérience aléatoire 3 fois avec remise des boules tirées dans le sac avant
de procéder a un nouveau tirage. On consideére la variable aléatoire Y donnant la somme

algébrique des points gagnés ou perdus apres les 3 tirages.
1. Déterminer la loi de probabilité de Y ;
2. Calculer E(X) et V(X).

Solution :
Le schéma suivant illustre un sac contenant 6 boules dont 3 rouges et 3 blanches :

Dans cet exercice, I'expérience aléatoire consiste a tirer au hasard une boule dans le sac
et a la remettre dans celui-ci avant de procéder a un nouveau tirage. Cette expérience
aléatoire est répétée 3 fois de suite et a chaque fois le tirage d’une boule rouge fait gagner
5 points et le tirage d’une boule blanche en fait perdre 2. Le total des points gagnés ou

perdus est comptabilisé par la variable aléatoire Y.

1. Loi de probabilité de Y :
Afin d’établir la loi de probabilités de la variable aléatoire Y, commencons par

illustrer ’ensemble des possibilités a 1’aide d’un arbre de décision :
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3/6 R(+5) —>y=15
3/6

k-3
+
&
\w/\
=
©

—>y=2_8
R(+5)

5/6 R(+5) —>y=38

b TN By <
3/e B(-2) —>y=1
5/6 R(+5) —>y=8

, R(+5) <
% /o 3/6 B(-2) —»>y=1
3/6 R(+5) —y=1

3/6 B(-2) <

Désignons par R; I'événement "obtenir une boule rouge lors du tirage numéro 7"
et par B; I’événement "obtenir une boule blanche lors du tirage numéro i", avec
1 =1,2,3. Selon cet arbre, la variable aléatoire Y peut prendre les valeurs -6, 1, 8
ou 15.

Il n’y a qu’une seule branche qui meéne vers la premiére possibilité y; = —6; celle qui
consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage (B), une boule blanche

lors du deuxiéme tirage (B3) et une boule blanche lors du troisiéme tirage (Bs).

Ainsi, la probabilité associée a cette possibilité est donnée par :
P(y; = —6) = P(B1B2Bs3)

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule blanche lors du
premier tirage (B ), puis une boule blanche lors du deuxiéme tirage sachant qu’une
boule blanche a été tirée lors du premier tirage (Bz|B1) et enfin une boule blanche
lors du troisieme tirage sachant que des boules blanches ont été tirées lors du premier

et du deuxiéme tirages (Bs|B1Ba) :

= P(Bl) X P(Bngl) X P(Bg|BlBQ)
3 3 3
==X =X =
6 6 6
1
-8
Il y a 3 branches qui ménent vers la deuxieme possibilité y; = —6 :
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— la premiere branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(Rq), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule blanche lors
du troisiéme tirage (Bj), soit une probabilité P(RyBsBs);

— la deuxieme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule rouge lors du deuxieme tirage (R2) et une boule blanche lors du
troisiéme tirage (Bs), soit une probabilité P(B;R2Bs);

— la troisiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (Rj3), soit une probabilité P(ByBaR3).

La probabilité d’obtenir y; = —6 est donc donnée par :

P(y; = —6) = P(R1B2Bs3) + P(B1R2Bs) + P(B1B2R3)
De manieére plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

P(yl = —6) = P(R1BQB3) + P(BlRQBg) + P(B1BQR3)

= P(Rl) X P(BQlRl) X P(B3|R132) +P(Bl) X P(Rngl) X P(Bg|BlR2)

+ P(Bl) X P(BQ|B1) X P(R3|BlBg)

:éxzxg+zxéxg+gxgxé
6 5 5 6 6 5 6 6 6

182

"~ 675

De la méme maniere, il y a 3 branches qui menent vers la possibilité y; = 0 :

— la premieére branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (Rz2) et une boule blanche lors du
troisieme tirage (Bs), soit une probabilité P(RyR2Bs);

— la deuxieme branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (R3), soit une probabilité P(RyBsR3);

— la troisieme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (Rs) et une boule rouge lors du
troisiéme tirage (Rj3), soit une probabilité P(ByRsR3).

La probabilité d’obtenir la possibilité y; = 0 est donc donnée par :

P(yi = 0) = P(RlRQBg) + P(R1B2R3) + P(BlRQRg)
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De manieére plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

(R2|R1) X P(B3‘R1R2) + P(Rl) X P(BQ‘RI) X P(R3|R1B2) ce-

(R2|Bl) X P(R3|BlR2)

+4x2><3+2><4><3
6 5 5 6 6 5

®
X
&Sl Uy

Enfin, il n’y a qu’une seule branche qui méne vers la derniére possibilité y; = 6 ; celle
qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage (R;), une boule rouge
lors du deuxieme tirage (Rz2) et une boule rouge lors du troisieme tirage (R3). La

probabilité d’obtenir la possibilité y; = 6 est donc donnée par :
P(y; = 6) = P(R1R2R3)

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule rouge lors du
premier tirage (R;), puis une boule rouge lors du deuxiéme tirage sachant qu’une
boule rouge a été tirée lors du premier tirage (Rz|R;) et enfin une boule rouge lors
du troisiéme tirage sachant que des boules rouges ont été tirées lors du premier et

du deuxiéme tirages (R3|R1R2) :

P(yl = 6) P(RlRQRg)

(Rl (RQlRl) X P(R3|R1R2)

x P
3 2

=—X - X —
5 4

gl — o N

Les résultats précédents sont récapitulés dans le tableau suivant :

Yi -12 -6 0 6

P(y;) | 1/27 | 182/675 | 185/375 | 1/5

Notons au passage que la somme des probabilités est bien égale a 1 :

4
1 182 185 1
Pi:f Py = -
> Pl e tTam s

i=1
_ 25 182 333 135
T 675 675 675 675
=1
2. Calcul de E(X) et V(X) :
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Espérance mathématique E(Y) :

yi | Ply) yi P(y:)

12 | 25/675 | —300/675

-6 | 182/675 | —1092/675

! 282
E(Y)=> uPy)= — G & 0418
i=1

0 | 333/675 0/675

6 135/675 810/675

b 1 —282/675

Variance V(Y) :

vi | vi | Py) y; P(y:)

-12 | 144 | 25/675 3600/675

4
15012 556
E(Y?) =Y yPy) = o 25
P 6 | 36 | 182/675 | 6552/675
V(Y)=E(Y?) - E*Y) 0 | 0 |333/675| 0/675
2
556 282
=22 (222 x~ 922064 6 | 36 | 135/675 | 4860/675
25 ( 675) 06 / /
2 | - 1 15012/675

Exercice 22 :
On tire au hasard une boule dans un sac contenant 2 boules rouges et 4 boules blanches.
— Si la boule tirée est rouge, on gagne 4 points;
— Si la boule tirée est blanche, on perd 2 points.
On répete cette expérience aléatoire 3 fois avec remise des boules tirées dans le sac avant
de procéder a un nouveau tirage. On considere la variable aléatoire Y donnant la somme

algébrique des points gagnés ou perdus apres les 3 tirages.
1. Déterminer la loi de probabilité de Y ;
2. Calculer E(X) et V(X).

Solution :

Exercice 23 :
On tire au hasard une boule dans un sac contenant 4 boules rouges et 2 boules blanches.
— Si la boule tirée est rouge, on gagne 2 points;
— Si la boule tirée est blanche on perd 4 points.
On répete cette expérience aléatoire 3 fois sans remettre les boules tirées dans le sac. On
consideére la variable aléatoire Y donnant la somme algébrique des points obtenus apres

les 3 tirages.

1. Déterminer la loi de probabilité de Y ;
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2. Calculer E(X) et V(X).

Solution :

Le schéma suivant illustre un sac contenant 6 boules dont 4 rouges et 2 blanches :

Dans cet exercice, l'expérience aléatoire consiste a tirer au hasard une boule dans le sac
et a la remettre dans celui-ci avant de procéder a un nouveau tirage. Cette expérience
aléatoire est répétée 3 fois de suite et a chaque fois le tirage d’une boule rouge fait gagner
2 points et le tirage d’une boule blanche en fait perdre 4. Le total des points gagnés ou
perdus est comptabilisé par la variable aléatoire Y.
1. Loi de probabilité de Y :
Afin d’établir la loi de probabilités de la variable aléatoire Y, commencons par

illustrer ’ensemble des possibilités a 1’aide d’un arbre de décision :
/e R(+2) —>y=6
e R(+2) <
*/e B(-4) —>y=0
R(+2)
4/e =0
4/ e / R(+2) —vy
B(-4)
2/6 B(-4) —>y=-6
1/e R(+2) —>y=0
R(+2
» o (+2) <
2/g B(-4) —>y=-6
2 /o R(+2) —>y=-6
/6 B(—4) <
2/ B(-4) —>y=-12
Désignons par R; I’événement "obtenir une boule rouge lors du tirage numéro "
et par B; I’événement "obtenir une boule blanche lors du tirage numéro i", avec

i =1,2,3. Selon cet arbre, la variable aléatoire Y peut prendre les valeurs -12, -6,
0 ou 6.
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Il n’y a qu'une seule branche qui méne vers la premiere possibilité y; = —12; celle qui
consiste & tirer une boule blanche lors du premier tirage (B;), une boule blanche
lors du deuxi¢me tirage (Bs) et une boule blanche lors du troisieme tirage (Bs).

Ainsi, la probabilité associée a cette possibilité est donnée par :
P(y; = —12) = P(B1 B2 Bs)

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule blanche lors du
premier tirage (Bj), puis une boule blanche lors du deuxiéme tirage sachant qu’une
boule blanche a été tirée lors du premier tirage (Bz|B1) et enfin une boule blanche
lors du troisieme tirage sachant que des boules blanches ont été tirées lors du premier

et du deuxiéme tirages (Bs|B1Bs) :

= P(Bl) X P(B2|Bl) X P(Bg‘BlBQ)
2 2 2
=—- X=X =
6 6 6
_ 1
27
Il y a 3 branches qui menent vers la deuxieme possibilité y; = —6 :

— la premiére branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bsz) et une boule blanche lors
du troisiéme tirage (Bs), soit une probabilité P(R;B2Bs);

— la deuxiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (Rz) et une boule blanche lors du
troisiéme tirage (Bj), soit une probabilité P(ByRsBs);

— la troisieme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule rouge lors du
troisiéme tirage (R3), soit une probabilité P(ByBsR3).

La probabilité d’obtenir y; = —6 est donc donnée par :

P(yi = —6) = P(RlBQB3) + P(BleBS) + P(BlBgR3)
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De manieére plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

I
3
=
M
B

(BQ|Bl) X P(R3|BlB2)

+2><4><2+2><2><4
6 6 5 6 6 6

SN R

De la méme maniere, il y a 3 branches qui meénent vers la possibilité y; = 0 :

— la premiere branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule rouge lors du deuxi¢me tirage (R2) et une boule blanche lors du
troisiéme tirage (Bs), soit une probabilité P(R; R2Bs);

— la deuxiéme branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (Rj3), soit une probabilité P(RyBaR3);

— la troisiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (Rg) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (Rj3), soit une probabilité P(ByR2R3).

La probabilité d’obtenir la possibilité y; = 0 est donc donnée par :
P(yi = O) = P(RleBg,) + P(R1B2R3) + P(BlRQRg)
De manieére plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

P(y; = 0) = P(R12B3) + P(R1B2R3) + P(B1 2 Rs)
P(Rl) X P(R2|R1) X P(B3‘R1R2) +P(R1) X P(BQ‘Rl) X P(R3|R132)
+ P(Bl) X P(R2|B1) X P(R3|B1R2)

6 5 4 6 5 5 6 6 5
_ 185
375

Enfin, il n’y a qu’une seule branche qui méne vers la derniere possibilité y; = 6; celle
qui consiste & tirer une boule rouge lors du premier tirage (R;), une boule rouge
lors du deuxiéme tirage (R2) et une boule rouge lors du troisieme tirage (R3). La

probabilité d’obtenir la possibilité y; = 6 est donc donnée par :

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule rouge lors du
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premier tirage (R;), puis une boule rouge lors du deuxiéme tirage sachant qu’une
boule rouge a été tirée lors du premier tirage (Rz|R;) et enfin une boule rouge lors
du troisiéme tirage sachant que des boules rouges ont été tirées lors du premier et

du deuxiéme tirages (R3|R1R2) :

P( ) P<R2|R1) X P(R3|R1R2)

|
Cﬂ\»—t@ah&
Nw

Les résultats précédents sont récapitulés dans le tableau suivant :

Yi -12 -6 0 6

P(y;) | 1/27 | 182/675 | 185/375 | 1/5

Notons au passage que la somme des probabilités est bien égale a 1 :

4

Y= 57 T o5 T 375 5

_ 2 182 333 1%
T 675 675 675 675
=1

i=1

Remarque : Etant donné que chaque boule tirée, indépendamment de sa couleur,
est remise dans le sac avant de procéder au tirage suivant, il en résulte que les évé-
nements R; et B; (i =1,2,3) précédemment définis sont indépendants. Rappelons
que dans une telle situation, la probabilité jointe d’événements indépendants A et
B est égale au produit de leurs probabilités marginales (i.e. P(AB) = P(A)P(B)).

En appliquant cette regle au cas présent, on retrouve les résultats précédents :

P(y; = =12) = P(B1B2Bs)

P(y; = —6) = P(R1B2Bs3) + P(B1R2B3) + P(B1B2R3)
P(y; =0) = P(R1R3B3) + P(R1B2R3) + P(B1R2R3)
(y: = 6) = P(R1R2R3)

2. Calcul de E(X) et V(X) :
Espérance mathématique E(Y') :
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! 282
E(Y)=Y uP(y)= ~ —0.418
=1

675

Variance V(Y) :

4
15012 556
E(Y?) =) wiPy) =~ =
i=1

675 25
V(Y)=E(Y?) - E*Y)
2
556 282
=20 (2222) ~ 922064
25 ( 675)

Exercice 24 :

yi | Pyi) yi P(y:)
12 | 25/675 | —300/675
6 | 182/675 | —1092/675
0 | 333/675 | 0/675
6 | 135/675 | 810/675
> 1 —282/675
yi | vi | Plyi) Y P(y:)
12 | 144 | 25/675 | 3600/675
6 | 36 | 182/675 | 6552/675
0 | 0 |333/675 | 0/675
6 | 36 | 135/675 | 4860/675
b 1 15012/675

On tire au hasard une boule dans un sac contenant 3 boules rouges et 3 boules blanches.

— Si la boule tirée est rouge, on gagne 5 points;

— Si la boule tirée est blanche, on perd 2 points.

On répete cette expérience aléatoire 3 fois sans remettre les boules tirées dans le sac. On

considere la variable aléatoire Y donnant la somme algébrique des points obtenus apres

les 3 tirages.

1. Déterminer la loi de probabilité de Y ;
2. Calculer E(X) et V(X).

Solution :

Le schéma suivant illustre un sac contenant 6 boules dont 3 rouges et 3 blanches :
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Dans cet exercice, 'expérience aléatoire consiste a tirer au hasard une boule dans le sac
et a la remettre dans celui-ci avant de procéder a un nouveau tirage. Cette expérience
aléatoire est répétée 3 fois de suite et a chaque fois le tirage d’une boule rouge fait gagner
5 points et le tirage d’une boule blanche en fait perdre 2. Le total des points gagnés ou

perdus est comptabilisé par la variable aléatoire Y.
1. Loi de probabilité de Y :

Afin d’établir la loi de probabilités de la variable aléatoire Y, commencons par

illustrer ’ensemble des possibilités a 1’aide d’un arbre de décision :

3/6 R(+5) —>y=15
Ye R(+5) <
B(-2) —>y=38

36

—>y=—-6

Désignons par R; I'événement 'obtenir une boule rouge lors du tirage numéro 7"
et par B; I’événement "obtenir une boule blanche lors du tirage numéro i", avec
i =1,2,3. Selon cet arbre, la variable aléatoire Y peut prendre les valeurs -6, 1, 8
ou 15.

Il n’y a qu’une seule branche qui méne vers la premiére possibilité y; = —6; celle qui
consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage (Bp), une boule blanche
lors du deuxiéme tirage (B3) et une boule blanche lors du troisiéme tirage (Bs).

Ainsi, la probabilité associée a cette possibilité est donnée par :
P(y; = —6) = P(B1B2Bs3)

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule blanche lors du
premier tirage (Bj), puis une boule blanche lors du deuxiéme tirage sachant qu’une
boule blanche a été tirée lors du premier tirage (Bz|B1) et enfin une boule blanche

lors du troisiéme tirage sachant que des boules blanches ont été tirées lors du premier
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et du deuxiéme tirages (Bs|B1Bs) :

P(BQ|B1) X P(B3|BlBQ)
3
6

Il y a 3 branches qui menent vers la deuxieme possibilité y; = —6 :

— la premiere branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(Ry1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bs) et une boule blanche lors
du troisiéme tirage (Bjs), soit une probabilité P(RyBsBs);

— la deuxiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule rouge lors du deuxi¢me tirage (R2) et une boule blanche lors du
troisiéme tirage (Bs), soit une probabilité P(B;R2B3);

— la troisiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (Rj3), soit une probabilité P(ByBaR3).

La probabilité d’obtenir y; = —6 est donc donnée par :
P(y; = —6) = P(R1B2B3) + P(B1R2B3) + P(B1B213)

De maniére plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

I
=
=
M
v

(B2|B1) X P(R3|BlBg)
X

4 2 2 2 4
— X -4 =X=X-
6 5 6 6 6

X
SN

L2
6

De la méme maniere, il y a 3 branches qui menent vers la possibilité y; = 0 :

— la premieére branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (R2) et une boule blanche lors du
troisiéme tirage (Bs), soit une probabilité P(RyR2Bs);

— la deuxiéme branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (R3), soit une probabilité P(RyBsR3);

— la troisiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage

(B1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (Rg) et une boule rouge lors du

67

(BQ|R1) X P(B3|RlBQ) + P(Bl) X P(RQlBl) X P(Bg|BlR2) s



troisieme tirage (R3), soit une probabilité P(ByR2R3).
La probabilité d’obtenir la possibilité y; = 0 est donc donnée par :

P(yi = O) = P(RleBg,) + P(R1B2R3) + P(BlRQRg)
De manieére plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

P(y; = 0) = P(R12B3) + P(R1B2R3) + P(B1 R Rs)
= P(Rl) X P(R2|R1) X P(B3‘R1R2) —|—P(R1) X P(BQ‘Rl) X P(R3|R132)

+ P(By) x P(Ry|B;) x P(Rs|B1Ry)
432 4 2 3 2 4 3
6 51765576 6 5
185

=375

Enfin, il n’y a qu’une seule branche qui méne vers la derniere possibilité y; = 6; celle
qui consiste & tirer une boule rouge lors du premier tirage (R;), une boule rouge
lors du deuxiéme tirage (R2) et une boule rouge lors du troisieme tirage (R3). La

probabilité d’obtenir la possibilité y; = 6 est donc donnée par :

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule rouge lors du
premier tirage (R;), puis une boule rouge lors du deuxiéme tirage sachant qu’une
boule rouge a été tirée lors du premier tirage (Ra|R;) et enfin une boule rouge lors
du troisieme tirage sachant que des boules rouges ont été tirées lors du premier et

du deuxiéme tirages (R3|R1R2) :

P(y; = 6) = P(R1R2R3)

= P(Rl) X P(R2|R1) X P(R3|R1R2)
4 3 2
==X - X =
6 5 4
_1
5

Les résultats précédents sont récapitulés dans le tableau suivant :

i 12 6 0 6

P(y;) | 1/27 | 182/675 | 185/375 | 1/5
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Notons au passage que la somme des probabilités est bien égale a 1 :

4
1 182 185 1
Ply))= — 4+ — + — + =
; W) =5+ tamts
_ 25 182 333 135
T 675 675 675 675
=1

2. Calcul de E(X) et V(X) :
Espérance mathématique E(Y) :

vi | P(y) yiP(y:)
-12 | 25/675 | —300/675
4
289 -6 | 182/675 | —1092/675
E(Y) =) yiP(yi) = — o ~ —0.418
i=1 0 | 333/675 0/675
6 | 135/675 | 810/675
b 1 —282/675
Variance V(Y) :
yi | vi | Plys) Y P(yi)
By = f:y-QP(y-) 15012 556 12 | 144 | 25/675 | 3600/675
AR 675 25 6 | 36 | 182/675 | 6552/675
V(Y)=E(Y?) - E*Y) 0 | 0 |333/675 | 0/675
556 282 >
=222 (=222) ~22.064 6 | 36 | 135/675 | 4860/675
25 < 675) / /
2| - 1 15012/675

Exercice 25 :

On tire au hasard une boule dans un sac contenant 2 boules rouges et 4 boules blanches.

— Si la boule tirée est rouge, on gagne 4 points;

— Si la boule tirée est blanche, on perd 2 points.

On répete cette expérience aléatoire 3 fois sans remettre les boules tirées dans le sac. On

considere la variable aléatoire Y donnant la somme algébrique des points obtenus apres

les 3 tirages.
1. Déterminer la loi de probabilité de Y ;
2. Calculer E(X) et V(X).

Solution :
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Exercice 26 :

On tire au hasard une boule dans un sac contenant 4 boules rouges et 2 boules blanches.
— Si la boule tirée est rouge, on gagne 2 points et on ne la remet pas dans le sac;
— Si la boule tirée est blanche on perd 4 points puis on la replace dans le sac.

On répete cette expérience aléatoire 3 fois. On considere la variable aléatoire Y donnant

la somme algébrique des points obtenus apres les 3 tirages.
1. Déterminer la loi de probabilité de Y ;
2. Calculer E(X) et V(X).

Solution :

Le schéma suivant illustre un sac contenant 6 boules dont 4 rouges et 2 blanches :

Dans cet exercice, 'expérience aléatoire consiste a tirer au hasard une boule dans le sac
et a ne la remettre dans celui-ci, avant de procéder a un nouveau tirage, que si elle est
blanche. Cette expérience aléatoire est répétée 3 fois de suite et a chaque fois le tirage
d’une boule rouge fait gagner 2 points et le tirage d’une boule blanche en fait perdre 4.

Le total des points gagnés ou perdus est comptabilisé par la variable aléatoire Y.

1. Loi de probabilité de Y :
Afin d’établir la loi de probabilités de la variable aléatoire Y, commencons par

illustrer ’ensemble des possibilités a 1’aide d’un arbre de décision :
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%a R(+2) —>y=6
s R(+2) <
2/4 B(-4) —>y=0
R(+2)
" 5/s R(+2) —>y=0
/ 2/5 B(—4) <
2/ B(-4) —>y=-6
%5 R(+2) —y=0
R(+2) <
/e e 2/5 B(-4) —>y=-6
) 1/e R(+2) —>y=-6
/6 B(-4) <
2/6 B(-4) —>y=-12

Désignons par R; I’événement "obtenir une boule rouge lors du tirage numéro 2"
et par B; I’événement "obtenir une boule blanche lors du tirage numéro i", avec
1 =1,2,3. Selon cet arbre, la variable aléatoire Y peut prendre les valeurs -12, -6,
0 ou 6.

Il n’y a qu’une seule branche qui mene vers la premiere possibilité y; = —12; celle qui
consiste & tirer une boule blanche lors du premier tirage (Bp), une boule blanche

lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule blanche lors du troisiéme tirage (Bs).

Ainsi, la probabilité associée a cette possibilité est donnée par :
P(yz = —12) = P(BlBng)

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule blanche lors du
premier tirage (B7), puis une boule blanche lors du deuxiéme tirage sachant qu'une
boule blanche a été tirée lors du premier tirage (Bz|B1) et enfin une boule blanche
lors du troisieme tirage sachant que des boules blanches ont été tirées lors du premier

et du deuxiéme tirages (B3|B1Bs) :

= P(Bl) X P(B2|Bl) X P(BS‘BlBQ)
2 2 2
==X =X =
6 6 6
_ 1
27
Il y a 3 branches qui menent vers la deuxieme possibilité y; = —6 :

— la premieére branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
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(Rq), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule blanche lors
du troisiéme tirage (Bj3), soit une probabilité P(RyBsBs);

— la deuxieme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (R3) et une boule blanche lors du
troisieme tirage (Bs), soit une probabilité P(ByR2Bs);

— la troisiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (R3), soit une probabilité P(ByBsR3).

La probabilité d’obtenir y; = —6 est donc donnée par :
P(y; = —6) = P(R1B2B3) + P(B1RyB3) + P(B1B2R3)
De maniere plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

P(y; = —6) = P(R1B2B3) + P(B1RyB3) + P(B1 By R3)

= P(Rl) X P(B2|R1) X P(B3|R1B2) +P(Bl) X P(R2|B1) X P(33|B1R2) s

+P(B1)XP(BQ|Bl)XP(R3|BlBQ)

6 5 5 6 6 5 6 6 6
182
"~ 675

De la méme maniere, il y a 3 branches qui menent vers la possibilité y; =0 :

— la premiére branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (R2) et une boule blanche lors du
troisieme tirage (Bs), soit une probabilité P(R;R2Bs3);

— la deuxieme branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bs) et une boule rouge lors du
troisiéme tirage (Rj3), soit une probabilité P(RyBsR3);

— la troisieme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule rouge lors du deuxieme tirage (R2) et une boule rouge lors du
troisiéme tirage (R3), soit une probabilité P(BiRsR3).

La probabilité d’obtenir la possibilité y; = 0 est donc donnée par :

P(yi = 0) = P(RleBg) + P(R1B2R3) + P(BleRg)
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De manieére plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

(R2|R1) X P(B3‘R1R2) + P(Rl) X P(BQ‘RI) X P(R3|R1B2) ce-

(R2|Bl) X P(R3|BlR2)

+4x2><3+2><4><3
6 5 5 6 6 5

®
X
&Sl Uy

Enfin, il n’y a qu’une seule branche qui méne vers la derniére possibilité y; = 6 ; celle
qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage (R;), une boule rouge
lors du deuxieme tirage (Rz2) et une boule rouge lors du troisieme tirage (R3). La

probabilité d’obtenir la possibilité y; = 6 est donc donnée par :
P(y; = 6) = P(R1R2R3)

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule rouge lors du
premier tirage (R;), puis une boule rouge lors du deuxiéme tirage sachant qu’une
boule rouge a été tirée lors du premier tirage (Rz|R;) et enfin une boule rouge lors
du troisiéme tirage sachant que des boules rouges ont été tirées lors du premier et

du deuxiéme tirages (R3|R1R2) :

P(yl = 6) P(RlRQRg)

(Rl (RQlRl) X P(R3|R1R2)

x P
3 2

=—X - X —
5 4

gl — o N

Les résultats précédents sont récapitulés dans le tableau suivant :

Yi -12 -6 0 6

P(y;) | 1/27 | 182/675 | 185/375 | 1/5

Notons au passage que la somme des probabilités est bien égale a 1 :

4
1 182 185 1
Pi:f Py = -
> Pl e tTam s

i=1
_ 25 182 333 135
T 675 675 675 675
=1
2. Calcul de E(X) et V(X) :
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Espérance mathématique E(Y) :

! 282
BE(Y) = ZyiP(yi) ="~ 0418
i=1

675

Variance V(Y) :

4
15012 556
BE(Y?) =) yiP(y) = " =
i=1

675 25
V(Y)=E(Y?) - E*(Y)
556 282\ 2
=7 (-222) ~22.064
25 (675) 06

Exercice 27 :

yi | Ply) yi P(y:)

12 | 25/675 | —300/675

-6 | 182/675 | —1092/675

0 | 333/675 0/675

6 135/675 810/675

1

> 1 —9282/675
yi | vi | Ply:) Y P(yi)
12 | 144 | 25/675 | 3600/675
6 | 36 | 182/675 | 6552/675
0 | o |333/675| 0/675

6 | 36 | 135/675 | 4860/675

b3

15012/675

On tire au hasard une boule dans un sac contenant 3 boules rouges et 3 boules blanches

— Si la boule tirée est rouge, on gagne 5 points et on ne la remet pas dans le sac;
— Si la boule tirée est blanche, on perd 2 points puis on la replace dans le sac.

On répeéte cette expérience aléatoire 3 fois. On considere la variable aléatoire Y donnant

la somme algébrique des points obtenus apres les 3 tirages.

1. Déterminer la loi de probabilité de Y ;
2. Calculer E(X) et V(X).

Solution :

Le schéma suivant illustre un sac contenant 6 boules dont 3 rouges et 3 blanches :
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Dans cet exercice, 'expérience aléatoire consiste a tirer au hasard une boule dans le sac
et a ne la remettre dans celui-ci, avant de procéder & un nouveau tirage, que si elle est
blanche. Cette expérience aléatoire est répétée 3 fois de suite et a chaque fois le tirage
d’une boule rouge fait gagner 5 points et le tirage d’une boule blanche en fait perdre 2.

Le total des points gagnés ou perdus est comptabilisé par la variable aléatoire Y.
1. Loi de probabilité de Y :

Afin d’établir la loi de probabilités de la variable aléatoire Y, commencons par

illustrer ’ensemble des possibilités a 1’aide d’un arbre de décision :
1/a R(+5) —> y=15
" R(+5) <
3/ B(-2) —>y=8
R(+5)
2/5 =8
3/6 Y / R(+5) —>y
B(-2)
3/5 B(-2) —>y=1
s R(+5) —>y=8
3 e R(+5) <
/e 3/5 B(-2) —>y=1
3/6 R(+5) —>y=1
3/6
s <
3/, B(-2) —>y=-6

Désignons par R; I'événement "obtenir une boule rouge lors du tirage numéro 2"
et par B; I’événement "obtenir une boule blanche lors du tirage numéro i", avec

i =1,2,3. Selon cet arbre, la variable aléatoire Y peut prendre les valeurs -6, 1, 8
ou 15.

Il n’y a qu'une seule branche qui meéne vers la premiére possibilité y; = —6; celle qui
consiste & tirer une boule blanche lors du premier tirage (B;), une boule blanche
lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule blanche lors du troisiéme tirage (Bs).

Ainsi, la probabilité associée a cette possibilité est donnée par :
P(y; = —6) = P(B1B2Bs3)

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule blanche lors du
premier tirage (B ), puis une boule blanche lors du deuxiéme tirage sachant qu’une
boule blanche a été tirée lors du premier tirage (Bz|B1) et enfin une boule blanche

lors du troisieme tirage sachant que des boules blanches ont été tirées lors du premier
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et du deuxiéme tirages (Bs|B1Bs) :

P(BQ|B1) X P(B3|BlBQ)
3
6

Il y a 3 branches qui menent vers la deuxieme possibilité y; =1 :

— la premiere branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(Ry1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bs) et une boule blanche lors
du troisiéme tirage (Bjs), soit une probabilité P(RyBsBs);

— la deuxiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule rouge lors du deuxi¢me tirage (R2) et une boule blanche lors du
troisiéme tirage (Bs), soit une probabilité P(B;R2B3);

— la troisiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (Rj3), soit une probabilité P(ByBaR3).

La probabilité d’obtenir y; = 1 est donc donnée par :
P(y; = 1) = P(R1B2B3) + P(B1R2B3) + P(B1B2R3)

De maniére plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

)
2
I
I
)

(RyB2Bs) + P(B1RyBs) + P(B1ByRs)

3 3 3
X — 4+ = X

P

(Bl) X P(BQ|B1) X P(R3|BlBg)
3
- = X
5 5 6 6

3
6

W
X
W

De la méme maniere, il y a 3 branches qui menent vers la possibilité y; = 8 :

— la premieére branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (R2) et une boule blanche lors du
troisiéme tirage (Bs), soit une probabilité P(RyR2Bs);

— la deuxiéme branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (R3), soit une probabilité P(RyBsR3);

— la troisiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage

(B1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (Rg) et une boule rouge lors du
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troisieme tirage (R3), soit une probabilité P(ByR2R3).

La probabilité d’obtenir la possibilité y; = 8 est donc donnée par :
P(yi = 8) = P(RleBg,) + P(R1B2R3) + P(BlRQRg)
De manieére plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

P(y; =8) = P(R12B3) + P(R1B2R3) + P(B1 R Rs)
P(Rl) X P(R2|R1) X P(B3‘R1R2) —|—P(R1) X P(BQ‘Rl) X P(R3|R132)
+ P(Bl) X P(R2|B1) X P(R3|B1R2)

Enfin, il n’y a qu’une seule branche qui méne vers la derniére possibilité y; = 15;
celle qui consiste & tirer une boule rouge lors du premier tirage (R;), une boule
rouge lors du deuxiéme tirage (Rs) et une boule rouge lors du troisieme tirage (Rj3).

La probabilité d’obtenir la possibilité y; = 15 est donc donnée par :
P(yl = 15) = P(R1R2R3)

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule rouge lors du
premier tirage (R;), puis une boule rouge lors du deuxiéme tirage sachant qu’une
boule rouge a été tirée lors du premier tirage (Ra|R;) et enfin une boule rouge lors
du troisieme tirage sachant que des boules rouges ont été tirées lors du premier et
du deuxiéme tirages (R3|R1R2) :

P(yi = 15) = P(R1R2R3)

= P(Rl) X P(R2|R1) X P(R3|R1R2)
2 1

3
X
6
L
20

Les résultats précédents sont récapitulés dans le tableau suivant :

" 6 1 8 15

P(y:) | 1/8 | 91/200 | 37/100 | 1/20
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Notons au passage que la somme des probabilités est bien égale a 1 :

1 91 37 1
Ply) = — + —— 4+ L L =
Z (v:) =5+ 300 T 100 T 20

2 91 710
200 200 200 200

=1
2. Calcul de E(X) et V(X) :
Espérance mathématique E(Y) :
yi | Plys) | yiP(y)
6 | 25/200 | —150/200
4
683 1 | 91/200 91/200
E(Y)=> uP(y:)= 500 = 3415
i=1 8 | 74/200 592/200
15 | 10/200 150/200
% 1 683,/200
Variance V(Y) :
vi | ¥i | Ply) | viP(y)
4 -6 36 | 25/200 | 900/200
7977
E(Y?) = YiP(yi) = -
") ; W)= 50 1| 1 |91/200 | 91/200
V(Y)=E(Y?) - E*Y) 8 | 64 | 74/200 | 4736/200
2
— E _ 683 ~ 28.223 15 | 225 | 10/200 | 2250/200
200 200
b)) - 1 7977,/200

Exercice 28 :

On tire au hasard une boule dans un sac contenant 2 boules rouges et 4 boules blanches.
— Si la boule tirée est rouge, on gagne 4 points et on ne la remet pas dans le sac;
— Si la boule tirée est blanche, on perd 2 points puis on la replace dans le sac.

On répete cette expérience aléatoire 3 fois. On considere la variable aléatoire Y donnant

la somme algébrique des points obtenus apres les 3 tirages.

1. Déterminer la loi de probabilité de Y ;
2. Calculer E(X) et V(X).

Solution :

Le schéma suivant illustre un sac contenant 6 boules dont 2 rouges et 4 blanches :
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. Loi de probabilité de Y :

Dans cet exercice, 'expérience aléatoire consiste a tirer au hasard une boule dans le sac
et & ne la remettre dans celui-ci, avant de procéder a un nouveau tirage, que si elle est
blanche. Cette expérience aléatoire est répétée 3 fois de suite et a chaque fois le tirage
d’une boule rouge fait gagner 4 points et le tirage d’'une boule blanche en fait perdre 2.

Le total des points gagnés ou perdus est comptabilisé par la variable aléatoire Y.

Afin d’établir la loi de probabilités de la variable aléatoire Y, commencons par

illustrer ’ensemble des possibilités a 1’aide d’un arbre de décision :
0/a R(+4)
RN i <
4/4 B(-2)
R(+4)
s R(+4)
o ” R(+4) <
4/ B(-2)
%6 R(+4)
4/6
B(-2)
4/6 B(-2)

—>y =12
—>y==6
—>y=0
—>y=2=6
—>y=0
—>y=0

Désignons par R; I’événement "obtenir une boule rouge lors du tirage numéro "

et par B; I’événement "obtenir une boule blanche lors du tirage numéro i", avec

i = 1,2,3. Selon cet arbre, la variable aléatoire Y peut prendre les valeurs -6, 0, 6

ou 12.

Il n’y a qu’une seule branche qui méne vers la premiere possibilité y; =

—6; celle qui

consiste & tirer une boule blanche lors du premier tirage (B;), une boule blanche

lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule blanche lors du troisiéme tirage (Bs).
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Ainsi, la probabilité associée a cette possibilité est donnée par :
P(y; = —6) = P(B1B:B3)

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule blanche lors du
premier tirage (B;), puis une boule blanche lors du deuxiéme tirage sachant qu'une
boule blanche a été tirée lors du premier tirage (Bz|B1) et enfin une boule blanche
lors du troisiéme tirage sachant que des boules blanches ont été tirées lors du premier

et du deuxiéme tirages (B3|B1Bs) :

= P(Bl) X (BQ|B1) X P(B3|BlBQ)

P
4
6

Il y a 3 branches qui menent vers la deuxieme possibilité y; = 0 :

— la premiere branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bs) et une boule blanche lors
du troisiéme tirage (Bj), soit une probabilité P(RyBsBs);

— la deuxieme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (R2) et une boule blanche lors du
troisiéme tirage (Bs), soit une probabilité P(B;R2Bs);

— la troisiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (Rj3), soit une probabilité P(ByBaR3).

La probabilité d’obtenir y; = 0 est donc donnée par :

P(y; = 0) = P(R1ByB3) + P(B1RyB3) + P(B1 B2 R3)

De maniere plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

= P(Ry) x P(By|Ry) x P(Bs|R1By) + P(By) x P(Ro|By) x P(Bs|BiRs) - -
+ P(By) x P(By|By) x P(Rs|B1By)
_2 4 a0 2 4 442
65 5 6 6 5 6 6 6
364
T 675

De la méme maniere, il y a 3 branches qui meénent vers la possibilité y; = 6 :
— la premiere branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
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(Ry), une boule rouge lors du deuxieéme tirage (R2) et une boule blanche lors du
troisiéme tirage (Bs), soit une probabilité P(RyR2Bs);

— la deuxiéme branche qui consiste a tirer une boule rouge lors du premier tirage
(R1), une boule blanche lors du deuxiéme tirage (Bz) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (Rj3), soit une probabilité P(RyBsR3);

— la troisiéme branche qui consiste a tirer une boule blanche lors du premier tirage
(B1), une boule rouge lors du deuxiéme tirage (Rg) et une boule rouge lors du
troisieme tirage (R3), soit une probabilité P(ByR2R3).

La probabilité d’obtenir la possibilité y; = 6 est donc donnée par :
P(y; = 6) = P(R1R2B3) + P(R1 B2 R3) + P(B1 Rz Rs)
De maniere plus explicite, on peut comme précédemment écrire :

P(yi = 6) = P(R1R233> + P(RlBQRg,) + P(BlRQR?,)

P
+ P(Bl) X P(R2|B1) X P(R3|BlR2)
4 2 4 1 4 2

1 1
5176755767673

Enfin, il n’y a qu’une seule branche qui méne vers la derniére possibilité y; = 12;
celle qui consiste & tirer une boule rouge lors du premier tirage (R;), une boule
rouge lors du deuxiéme tirage (R2) et une boule rouge lors du troisieme tirage (R3).

La probabilité d’obtenir la possibilité y; = 12 est donc donnée par :
P(yl = 12) = P(RleRg)

De maniere plus explicite, cette branche consiste a tirer une boule rouge lors du
premier tirage (R;), puis une boule rouge lors du deuxiéme tirage sachant qu’une
boule rouge a été tirée lors du premier tirage (Ra|R;) et enfin une boule rouge lors
du troisieme tirage sachant que des boules rouges ont été tirées lors du premier et

du deuxiéme tirages (R3|R1R2) :

P(yi = 12) = P(R1R2R3)

Les résultats précédents sont récapitulés dans le tableau suivant :
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Yi

-6 0

6

12

P(y:)

8/27

364/675

37/225

0

Notons au passage que la somme des probabilités est bien égale a 1 :

4
8 364 37
P(yi) = oo+ oz + 2oz +0
; W) =27+ o5 T o *
_ 200364 111
- 675 675 675
=1
2. Calcul de E(X) et V(X) :
Espérance mathématique E(Y) :
yi | Plyi) yi P(yi)
-6 | 200/675 | —1200/675
4
534 0 | 364/675 0
E(Y)=> yPy)= ~ g ~ 0791 /
im1 6 | 111/675 | 666/675
12 0 0
b 1 —534/675
Variance V(Y) :
vi | vi | Ply) Y P(yi)
4 -6 | 36 | 200/675 | 7200/675
11196
E(Y?) = yz'QP Yi) =
v ;;; )=z 0| o | 364/675 0
V(Y)=E(Y?) - E*Y) 6 | 36 | 111/675 | 3996/675
11196 534\ ?
— P (22%) L 15.961 12 | 144 0 0
675 ( Gm) 596
2| - 1 11196 /675

Exercice 29 :

Une urne contient des boules :

2 jaunes, 4 rouges et 4 vertes. Un jeu consiste a tirer

au hasard une boule. Si elle est rouge on gagne 10 dirhams, si elle est jaune on perd

5 dirhams, Si elle est verte on tire sans remise une deuxiéme boule de 'urne, si cette

deuxieme boule est rouge on gagne 8 dirhams, sinon on perd 4 dirhams. Soit X la variable

aléatoire associant a chaque tirage le gain du joueur.

1. Déterminer la loi de probabilité de de la variable aléatoire X ;

2. Calculer E(X) et V(X).

82




Solution :

Exercice 30 :

Une urne contient des boules : 2 jaunes, 2 rouges et 6 vertes. Un jeu consiste a tirer
au hasard une boule. Si elle est verte on gagne 12 dirhams, si elle est jaune on perd
6 dirhams, Si elle est rouge on tire sans remise une deuxieme boule de 'urne, si cette
deuxieme boule est verte on gagne 8 dirhams, sinon on perd 4 dirhams. Soit X la variable

aléatoire associant a chaque tirage le gain du joueur.
1. Déterminer la loi de probabilité de de la variable aléatoire X ;

2. Calculer E(X) et V(X).
Solution :

Exercice 31 :
Une urne contient 2 boules blanches, 3 boules noires et 5 boules jaunes. On tire au hasard

une boule. On considére comme succes "obtenir une boule noire".
1. Déterminer la loi de probabilité de de la variable aléatoire X
2. Calculer E(X) et V(X).

On répete cette expérience 3 fois de suite. Ces expériences sont identiques et indépen-

dantes. On s’intéresse a I’apparition des boules noires ou jaunes.
1. Déterminer la loi de probabilité de de la variable aléatoire X ;

2. Calculer E(X) et V(X).
Solution :

Exercice 32 :
Une urne contient 5 boules blanches, 2 boules noires et 1 boule jaune. On tire au hasard

une boule. On considére comme succes "obtenir une boule jaune ou noire".
1. Déterminer la loi de probabilité de de la variable aléatoire X ;
2. Calculer E(X) et V(X).

On répete cette expérience 3 fois de suite. Ces expériences sont identiques et indépen-

dantes. On s’intéresse a I'apparition des boules blanches.
1. Déterminer la loi de probabilité de de la variable aléatoire X ;

2. Calculer E(X) et V(X).

Solution :
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4.5 Exercice de synthese

Exercice 33 :

On tire au hasard une boule dans urne contenant 10 boules identiques numérotées de 1 a
10. On appelle résultat : « le numéro de la boule tirée ».
Soient les événements suivants :

e F7 : « Le résultat est au plus égal a 5 »;

e [ : « Le résultat est un nombre pair » ;

e I35 : « Le résultat est un nombre impair ».

1. Ecrire et représenter en termes de résultats de Pexpérience les événements suivants :
a. B, Es, E3 et Q.
b. E1NEs, EyNEs, EsNEset E1NE;N Es.
c. ByUE,, E1UE3, E;UFE;3 et B4 U EyU Es.
d. (E1NEy)UE;set (E1UEs)N(EyUE3).
e. F1UEs et BN Es.

f. E1 U E, U E3. Proposer une autre forme pour cet événement.

2. Représenter en termes d’opérations sur les événements E1, F5 et Fs, les événements

décrits ci-apres :

a. Au moins un de ces événements se réalise.
b. Exactement un de ces événements se réalise.
c. Au plus deux de ces événements se réalisent.
d. Tous les événements se réalisent.

e. Aucun de ces événements ne se réalise.

3. Si chaque boule dans I'urne a la méme probabilité d’étre tirée, calculer la probabilité

de chacun des événements décrits dans la question 1.

4. Si chaque boule a une probabilité d’étre tirée proportionnelle au numéro qu’elle

porte, calculer la probabilité de chacun des événements décrits dans la question 1.

Solution :

1. Ecriture et représentation en termes de résultats de l’expérience les événements

suivants :

a. B, Es, E3et Q:
e F; =" le résultat est au plus égal a 5", c’est a dire le résultat est égal a 1, 2,
3,40ub:
E,={1,2,3,4,5}
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e 5 =" le résultat est un nombre pair", c’est a dire le résultat est égal a 2, 4,

6, 8 ou 10 :
By, ={2,4,6,8,10}
e F3 =" le résultat est un nombre impair", c’est a dire le résultat est égal a 1,
3,5, 7Tou9:
Es={1,3,5,7,9}
e 3 =" le résultat est un nombre de I’ensemble des possibilités", c’est a dire le

résultat est égal a 1,2, 3,4,5,6,7,8, 90ul0:
0=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

b. E1 QEQ, E1 ﬂEg, E2ﬂE3 et E1 ﬂEQﬁEg :
e F1 N Ey =" le résultat est un nombre pair (F3) et au plus égal & 5 (Ey)",

c’est a dire le résultat est égal a 2 ou 4 :
EiNEy ={2,4}

e F1NE3="Ilerésultat est un nombre impair (Es3) et au plus égal a 5 (Ey)",

c’est a dire le résultat est égal & 1, 3 ou 5 :
EyNE;={1,3,5}

e F5NE; =" le résultat est un nombre pair (Es) et impair (E3)", ceci est

impossible puisqu'un nombre ne peut étre en méme temps pair et impair :
E2 n E3 == Q]

e 1 NE;NE; =" le résultat est un nombre pair (Fs) et impair (F3) et au
plus égal & 5 (E7)", ceci est impossible puisqu'un nombre (au plus égal & 5)

ne peut étre en méme temps pair et impair :
EixNE;NEs=FEN(ENE)=EN0=0

C. E1 UEQ, E1 UE3, EgUEg et E1 UEQUEg :
e £ UE; =" le résultat est un nombre pair (F2) ou au plus égal & 5 (E7)",
c’est a dire le résultat est égal a 1, 2, 3,4, 5, 6, 8 ou 10 :

EyUE, ={1,2,3,4,5,6,8,10}

e E1UPF5="1lerésultat est un nombre impair (Fs3) ou au plus égal a 5 (E7)",
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c’est a dire le résultat est égal a 1, 2, 3,4, 5, 7,0u 9 :
E,UE;=1{1,2,3,4,5,7,9}

e s UFE5="1lerésultat est un nombre pair (E3) ou impair (F3)", c’est a dire
le résultat est égal a 1,2, 3,4,5,6,7,8, 90oul0:

EyUE; ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} = Q

e 1 UEyUE;3 =" le résultat est un nombre pair (E3) ou impair (Fs3) ou au
plus égal & 5 (E1)", c’est a dire le résultat est égal a 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9 ou
10 :

EiUE,UE3=F U (FE2UE3)=EUQ=Q

d. (E1NEg)UE;3et (F1UEs)N(E2UE;3) :
e (E;NEy)UE;:
L’union des ensembles étant distributive par rapport a l’intersection, il en
résulte :
(E1NEy)UEs = (EyUE;3)N(E2U Es) (4.120)

Or, F5 U E3 = Q, on en déduit :
(E1NE))UE; = (B UE;)NQ

= E,UE;
=11,2,3,4,5,7,9}

o (El UE3) N (E2 @] Eg) :
D’aprés (4.120), on conclut :

(Ey U E3)N (B2 U E3) = {1,2,3,4,5,7,9}

€. E1UE2 et ElﬂEgi

e FE1 UE, : En vertu des lois de Morgan, on a :
EiUE;, =E NE;
Or, E; = E3 , on a alors :
E\UE, =E NE;3

Comme E; = {6,7,8,9,10}, on en déduit que E; U Fy est I'ensemble des
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résultats impairs au moins égaux a 6, c’est a dire 7 ou 9 :
EiUE, ={7,9}
e £, N Es : De la méme maniére, en vertu des lois de Morgan, on a :
EiNE,=FE UE;
Or, Fy = E3 , on a alors :
EiNE; =E UE;

Comme E; = {6,7,8,9,10}, on en déduit que E; N Fy est I'ensemble des
résultats impairs ou des résultats au moins égaux a 6, c’est a dire 1, 3, 5, 6,
7,8,90oul0:
E\NEy,=1{1,3,5,6,7,8,9,10}
f. EyUFE,UEj3:

En vertu des lois de Morgan, on peut écrire :
E\UE,UE; =EiNExNE;
Or, d’apreés la question 1.b, on a By N Eys N E3 =0, d’ou :
ElUE,UE;=0=0
Alternativement, on a :

E\UE,UFEs = E U (Ey UEs)
= FE1U(E3U E»)
=FE UQ
=0

2. Représentation en termes d’opérations sur les événements E7, Fs et F3, les événe-

ments décrits ci-apres :

a. Au moins un des événements Fy, Fo et E3 se réalise signifie que :
— Ou bien un seul événement se réalise sans que les deux autres se réalisent :

e Ou bien I'événement E se réalise et les événements Fy et E5 ne se réalisent
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pas: E1NEyNEs

EiNEyNE3=FE N(EyN Es3)
= FE1 N (EyU E3)
=E,NQ
=FEiN0
=0

e Ou bien I’événement Fs se réalise et les événements F; et F3 ne se réalisent
pas: EaNELNE;3

EyNE NE;=E,NE NEy
=FE,NE,NE;
= (E;NEy)NE;
=F,NE;

e Ou bien I'événement E5 se réalise et les événements F; et Es ne se réalisent
pas : E3 N Ei1NE;y

EsNE NEy,=FE3sNE; NE;3
=E3sNEsNE;,
= (EsNE3)NE;
=FE3NE;

— Ou bien deux événements se réalisent sans que le troisieme se réalise :
e Ou bien les événements Fq et Fy se réalisent et I’événement E3 ne se
réalise pas : E1 N FEy N E3

EiNEy;NE;=FE NEyNE;
= Fy N (ByN Ey)
=FE Nk,

e Ou bien les événements Fq et F3 se réalisent et I’événement Fs ne se
réalise pas : E1 N E3N Ey

EiNEsNEy,=FE NE;NE;
= Ey N (EsN Es)
=FE NE;s
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e Ou bien les événements F» et F3 se réalisent et I’événement Fq ne se
réalise pas : Es N E3sNE;

EQﬁEg,ﬂE: (Engg)ﬂE
NE

)
)
— Ou bien les trois événements se réalisent en méme temps : £y N Ey N E3

Ei1NEyNE3=E, N (EyN E3)
=FE N0
=0

Conclusion :

[(EyNE;NE3)U(E,NENE3)U(E3sNENE)]U[(E1NE;NE3)U(E1NE3NEy)U(ExNEsNE;
=[0U(E,NE)U(EsNE)|U[(E1NE) U(E NE;) U U
= [(E2NEy) U(E3NEy)| U[(Ey N E>) U(Ey N Es)]
= [(E2 UEs) N Ey| U[E, N (B2 U E3))
= [QNE ] U[ENQ
E,UE,
Q

Vérification : Q = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

— Le tirage de la boule numéro 1 réalise les événements F; et Fs3;

— Le tirage de la boule numéro 2 réalise les événements Ey et Fs;

— Le tirage de la boule numéro 3 réalise les événements F; et Es;

— Le tirage de la boule numéro 4 réalise les événements F; et Fs ;

— Le tirage de la boule numéro 5 réalise les événements F; et Fj3;

— Le tirage de la boule numéro 6 réalise I’événement Es uniquement ;
— Le tirage de la boule numéro 7 réalise ’événement E3 uniquement ;
— Le tirage de la boule numéro 8 réalise I’événement Es uniquement ;
— Le tirage de la boule numéro 9 réalise I’événement E3 uniquement ;
— Le tirage de la boule numéro 10 réalise I’événement E5 uniquement.
Ainsi, le tirage d’'une boule prenant un numéro dans €2 réalise au moins un des

événements Fq, F> ou Es.

b. Exactement un de ces événements se réalise :

— Ou bien I'événement FE; se réalise et les événements Fo et E3 ne se réalisent

89



pas: E1NEyNE;

EiNE;NE3=FE N (EyNEs3)
= E1 N (Ey U E3)
=E,NQ
=ENn0
=0

— Ou bien I'événement FEs se réalise et les événements F; et E3 ne se réalisent
pas: EsNE NE;s

EyNE NE;=FE,NE NEy
=FE,NE,NE;
= (E;NEy)NEy
=F,NE;

— Ou bien ’événement F3 se réalise et les événements Fq et Es ne se réalisent
pas : E3N EiNE,

EsNE NEy,=FE3;NE; NE;3
=EsNEsNE;,
= (EsNE3)NE;
=FE3NE;

Conclusion :

(E1NE;NE3)U(E;NEINE3)U(EsNEINEy)=0U(EsNEy)U(E3NEy)
= (E;NE)U (B3N Ey)
= (E;UE3)NE;
=QNE;
-5

Vérification : E; = {6,7,8,9,10}

— Le tirage de la boule numéro 6 réalise ’événement Es uniquement ;
— Le tirage de la boule numéro 7 réalise ’événement E3 uniquement ;
— Le tirage de la boule numéro 8 réalise I’événement FEs uniquement ;
— Le tirage de la boule numéro 9 réalise ’événement F3 uniquement ;

— Le tirage de la boule numéro 10 réalise I’événement F5 uniquement.
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Ainsi, le tirage d’'une boule prenant un numéro dans F; réalise exactement un

des événements F1, Fs ou Fj.

c. Au plus deux de ces événements se réalisent :

— Ou bien aucun événement ne se réalise : £ N Ey N B3

EiNEysNEs=FE, UEy;UE;
=E,U(Ey U E3)
=FE,UQ

|
= o

— Ou bien un seul événement se réalise :
e L’événement F; réalise et les événements Fs et F3 ne se réalisent pas :
EiNEsNE;

EiNE;NE3=FE NE;NEy
= E1N(Ey N Ey)
=EN0
=0

e L’événement Fs réalise et les événements F; et F3 ne se réalisent pas :
EsNE NE;

ExsNEiNE3=FEyNE;NE;,
=E,NE,NE;
= (E;NEy)NE;
=E, Nk

e [’événement Fs3 réalise et les événements F; et FEo ne se réalisent pas :
EsNELNE,

EsNE NEy,=E;sNE NE;3
=E3NE3NE;
= (EsNE3)NE;
=FE;NE;

— Ou bien deux événements se réalisent :

e Les événements F; et Fo se réalisent et I’événement F3 ne se réalise pas :
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EiNE, ﬂFg

EiNE;NE;=FE NE;NE;
= E1 N (By N Ey)
= FE1 N Ey

e Les événements F et E3 se réalisent et ’événement Es ne se réalise pas :
Ei1NE3NEy

EiNE;sNEy,=FE NE;NE;
= E1 N (B3N Es)
=FEiNE;

e Les événements Fs et F3 se réalisent et I’événement F; ne se réalise pas :
EynNEsNEy

EQﬂEgﬁE:(EQOE:;)ﬂE
NE

0
0

Conclusion :

[E1NEsNE3JU[(E1NE;NE3)U(BeNETNE3)U(EsNENE)U[(E1NEyNE3)U(E;NE3N
PUPU (EanNE)U(E3NED]U(ELNEy) U (BN E3) U]

[(BsNE)U(E3NED|U(BLNEy) U (E; N E3)]
(B2 U E3)NE]U[E; N (Ey U E3)]

=[QNE;|U[E1NQ]
=EUE,
=Q

Vérification : Q = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

— Le tirage de la boule numéro 1 réalise les événements F; et F3;

— Le tirage de la boule numéro 2 réalise les événements Ey et Fs;

— Le tirage de la boule numéro 3 réalise les événements F; et Es;

— Le tirage de la boule numéro 4 réalise les événements F; et Fs ;

— Le tirage de la boule numéro 5 réalise les événements F; et F3;

— Le tirage de la boule numéro 6 réalise ’événement Es uniquement ;
— Le tirage de la boule numéro 7 réalise ’événement E3 uniquement ;

— Le tirage de la boule numéro 8 réalise I’événement Es uniquement ;
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— Le tirage de la boule numéro 9 réalise I’événement E3 uniquement ;
— Le tirage de la boule numéro 10 réalise I’événement Fo uniquement.
Ainsi, le tirage d’une boule prenant un numéro dans {2 réalise au plus deux des

événements E1, Fy ou Fjs.

d. Tous les événements se réalisent : 4 N Ey N E3

EiNEyNE3=E N(E;NE3)
=FE N0
=0

Conclusion : Il n’y a aucun numéro pouvant étre en méme temps pair (événement

Es), impair (événement F3) et au plus égal & 5 (événement EY).

e. Aucun de ces événements ne se réalise : F1 N Fy N E3

FEiNE;NEs =FE UEyUFE;
ElU(EQUEg)
1 UQ

([
= 2D I

Conclusion : Il n’y a pas de numéro ne pouvant étre pair (événement F3) ou
impair (événement F3) ou au plus égal & 5 (événement E).
3. Probabilité de chacun des événements décrits dans la question 1 si chaque boule
dans 'urne a la méme probabilité d’étre tirée :
a. P(El), P(E2)7 P(Eg) et P(Q) :
e P(E;) avec By ={1,2,3,4,5} :

card(By) 5 1
P(Ey) = ==
(1) card(Y) 10 2
e P(E5) avec E3 = {2,4,6,8,10} :
card(E2) 5 1
P(Ey) = =2 =
(E2) card(2) 10 2
e P(E3) avec E3 ={1,3,5,7,9} :
card(E3) 5 1
P E = = = —
(Es) card(f) 10 2
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e P(Q) avec 2 =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} :

card(?) 10
card() 10

P(Q) = 1

) est un événement certain.

b. P(Ey N Ey), P(Ey N E3), P(EyN E3) et P(Ey N EyN E3)
L] P(E1 QEQ) avec E1 n E2 = {2,4} :
card(E1 N Ey) 2 1

P(E,NEy) = &1 22) = _ -
(E1 0 Es) card() 10 5

e P(E1NE3) avec By N Es ={1,3,5}:

_card(EyNE3) 3
PENE) = card(Q) 10

L] P(EQﬂEg) aVGCEng:;:@S

card(E2NE3) 0 0

P(E2 N Es) = card(2) 10

FE>N E3 est un événement impossible puisqu’un nombre ne peut étre en méme
temps pair (événement Fs) et impair (événement Fs).

L] P(E1 ﬂEQﬂEg) avec E1 mEQQEg :@ :

CCL’I“d(El n EQ N E3) 0

card(SY) T 10 0

P(EyNEysNE3) =

FEy N Ey; N E5 est un événement impossible puisqu’un nombre ne peut étre en
méme temps pair (événement Fs), impair (événement E3) et au plus égal a

5 (événement E).

C. P(E1UE2), P(E1UE3), P(EQUE3) et P(E1UE2UE3) :
[ ] P(E1 UEQ) :

P(EyUEy) = P(Ey) + P(By) — P(EsNEy) = — 4+ — — = = — =

) 5 2 g8 4
10 10 10 10 5

L] P(EluEg)Z

5 5 3 7
P(EIUES):P(E1)+P(E3)_P(E1QE3):TO+E_IO:E

L] P(EQUEg)I

5 5 10
P(EU Ey) = P(Ey) + P(Es) = P(B2 N Ey) = 15+ 35— 0= 1, =1
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Alternativement,
P(E;UE3)=P(Q)=1

[ ] P(E1UE2UE3)Z

P(E1UE2UE3):P(E1)+P(E2)+P(E3)—P(ElﬂEg)—P(ElﬂE;;)—P(EQﬂE;g)—‘y-

Alternativement,
P(El UEQUE3) :P(Q) =1
d. P [(El N EQ) U Eg] et P [(El U Eg) N (E2 @] Eg)] :
® P[(El n EQ) UEg] :

2 5 7
P[(El n EQ) @] Eg} = P(El N E2)+P(E3)—P(E10EQOE3) = E"‘TO"‘O = TO

o P [(El @] Eg) N (EQ @] Eg)] :

P[(EyUEs)N(EaUE3)] = P[(E1NEy)UEs] = T

10
e. P(E1UE2) et P(ElﬂEQ)Z

L] P(E1UE2)I
- 4 1
P(EluEz):1—P(E1UEQ):1—3:5

(] P(ElﬂEQ)I
— 1 4
P(ElﬂEQ):l—P(ElmEQ):1——:5

[l
| —
—
|
—
Sl
—
+
| —
—_
5| o
+
| —
—
|
—
Slo
—
|
| p—
—_
|
—_
Sloo
_ 1
|
| —
—
|
—
S
| I
|
=
|
M
_|_
=
|
=
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Alternativement,
P(EL\UE,UE;) = P(E1 N EyNE3) =1-P(EyNENE;) =1-P@) =1-0=1

4. Probabilité de chacun des événements décrits dans la question 1 si chaque boule a
une probabilité d’étre tirée proportionnelle au numéro qu’elle porte :
Soit I'’événement B; ="tirer la boule numéro i', avec ¢ = 1,2,--- ,10 et B; N B; =
(,Vi # j. La probabilité de tirer la boule numéro ¢ est proportionnelle au nu-
méro qu’elle porte signifie qu’il existe un nombre réel a tel que P(B;) = i.a. Ainsi,
P(By) = a, P(By) = 2a,...,P(Byo) = 10a.

P(By)+ P(Bs) + -+ P(Byp) =1
a+2a+---4+10a=1
al+2+---+10)=1

55a =1

1

a:%

Ainsi, P(By) = &, P(Bs) = &,...,.P(Byo) = .

Ainsi, les ensembles Ey, Fs, F3 et () peuvent étre partitionnés comme suit :
— F1=B1UByUB3U By U By

— Fy = By UB,UBgU Bg U By

— FE3=B1UB3UB5U B7;U By

— Q=B UBy;UB3UB4UB5UBgUB;UBg U BgU Byg

a. P(Ey), P(E,), P(E3) et P(Q) :
L] P(El) :

P(E,) = P(B1UByUB3UByUBs)
P(B1) + P(Bs) + P(B3) + P(By) + P(Bs)
1 2 3 4 5

=55 55 55 55 55
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[ ] P(EQ) :

P(E2):P(B2UB4UB6UBSUB10)

= P(Bz) + P(B4) + P(Bs) + P(Bs) + P(Bio)
2 4 6 8 10

~ 55 755 55 55 55

[ P(Eg) :

P(E3) = P(By U B3 U Bs U B; U By)

= P(By) + P(Bs) + P(Bs) + P(B7) + P(By)
1,35 7.9

55 55 55 55 55

25

55

5

11

e P(Q):

P(Q) =P(ByUByUB3;UB4UBsUBgUB7U Bsg U Bg U By)

= P(B1) + P(By) + P(B3) + P(By) + P(Bs) + P(Bg) + P(B7) + P(Bg) + P(By) +
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

=55 55 55 55 55 55 55 55 ' 55 55

b. P(El ﬁEQ), P(E1 ﬁEg), P(E2 ﬂE3) et P(El OEQ ﬂE3) :

.P(ElmEQ):
P(E{ N Es) = P(ByUBy) = P(By) + P(By) = — + — - &
P T A A Y= 5555
OP(ElﬁEg)Z

1 3 5 9
P(E\NEs) = P(BiUB3UBs) = P(B1)+P(Bs)+P(Bs) = s+ 2o = ==

[ ] P(EgﬂEg)l
P(EQﬂEg):P((Z)):O
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[ ] P(ElﬂEngg)l
P(E1NEyNE3)=P)=0

C. P(E1UE2), P(E1UE3), P(EQUEg) et P(E1UE2UE3) :
° P(E1 UEQ)Z

P(E1UE2):P(BlUBQUBgUB4UB5UBgU38UBlo)
= P(By) + P(B2) + P(Bs) + P(B4) + P(Bs) + P(Bs) + P(Bs) + P(Bio)
1 2 3 4 5 6 8 10

~ 55 755 55 55 55 ' 55 55 ' 55

[ ] P(E]_UEg)Z

P(ElUE;),):P(BlUBQUBgUB4UB5UB7UBg)

= P(Bi1) + P(Bg) + P(B3) + P(Bs) + P(Bs) + P(B7) + P(By)
1 2 3 4 5 7 9

=55 5575 55 55 55 55

L P(EQUE?,)Z

P(E3UE3) = P(B;UByUB3UB4UBs U Bg U By UBsg U Bg U Byg)

= P(B1) + P(B2) + P(B3) + P(By) + P(Bs) + P(Bg) + P(Bz) + P(Bg) + P
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

=55 55 55 155 55 55 55 55 55 55

Alternativement,
P(E;UE3)=P(Q)=1

[ ] P(EluEQUEg)Z

P(E1UE2UE3):P(BlUBQUBgUB4UB5UBGUB7UBgUBgUBlo)

P(B1) + P(B2) + P(Bs) + P(Bs) + P(Bs) + P(Bs) + P(Br) + P(Bs

1,203,456 7 8 9 10
55 55 55 55 55 55 55 55 55 55
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Alternativement,
P(EyUE;UE3) =P(Q)=1

d. P [(El N EQ) ] Eg] et P[(El U E3) N (EQ U E3)] :
(] P[(El N Eg) UE;)J :

6 25 31
P ((Ey 0 Ez) U Bs] = P(ExNEy)+ P(Bs)~ P(E\NEaNEs) = oot —0= o

o P [(El U Eg) N (EQ U Eg)] :

P((ByU B5) 1 (B, U By)] = P[(By 1 B) U By] = o

€. P(E1UE2) et P(ElﬂEg) :

.P(EluEQ)Z
_ 39 16
P(ELUEy) =1—-P(B,UEy) =1— 22 =
(BvU Es) (BrU B») 55 55
.P(ElmEQ):
- 6 49
PE,NEy)=1-P(E,NEy)=1— — = —
(BxN Es) (v N E2) 55 55

f. P(Ey UFE,UE3) :

P(E\UEyUE;) = P(Ey N EyNE3) =1-P(EyNENE;) =1-P@)=1-0=1

4.6 Divers

Exercice 34 :
Les coefficients a, b et ¢ de I'équation az? + bz + ¢ = 0 sont déterminés par trois jets d'un
dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6. Calculer la probabilité de chacun des

événements suivants :
1. L’équation admet deux racines réelles distinctes.
2. L’équation admet une racine réelle double.

3. L’équation n’admet pas de racines réelles.

Solution :

Le nombre de racines réelles de I’équation az?+bx+c = 0 dépend du signe du discriminant
A = b? — 4ac. Si A > 0 alors I'équation admet deux racines réelles distinctes, si A = 0
alors elle admet une racine réelle double et si A < 0 alors elle n’admet pas de racines

réelles mais elle admet des racines complexes. Or, le signe de A dépend des valeurs des
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coefficients a, b et ¢ déterminées par trois lancers d’'un dé cubique dont les faces sont
numérotées de 1 a 6.
Soit les événements suivants :

— Sp : 'équation n’admet pas de racines réelles (i.e. A < 0);

— 51 : Péquation admet une racine réelle double (i.e. A =0) :

— Sy : Péquation admet deux racines réelles distinctes (i.e. A > 0).
On suppose que le dé est équilibré et que toutes ses faces ont la méme probabilité d’appa-
raitre. Dans cette situation d’équiprobabilité, la probabilité d’une événement A est donnée
par :

_ Card(A)

P4) = Card(£2)

ou 2 est 'ensemble des triplets (a, b, ¢) possibles que 1’on peut obtenir par les trois lan-
cers du dé. Le triplet (a,b,c) est une disposition ordonnée de trois chiffres puisqu’un
changement dans l'ordre de ses éléments conduit a un triplet différent et subséquemment
a une valeur différente du discriminant A. Comme les trois lancés du dé sont indépen-
dants, le résultat d’'un lancer du dé n’influence par les résultats des autres lancers et
une face peut en conséquence apparaitre plusieurs fois dans le méme triplet. On conclut
que le triplet (a,b,c) est une disposition ordonnée avec répétitions de trois chiffres tirés
aléatoirement dans ensemble {1,2,3,4,5,6}. Le nombre de triplets (a, b, ¢) possibles est
donc donné par le nombre d’arrangements avec répétitions de 3 éléments parmi 6, soit
Card(Q) = 63 = 216.
1. Probabilité de Sy (I’équation admet deux racines réelles distinctes) :
L’équation admet deux racines réelles distinctes si et seulement si le discriminant
A est strictement positif, ou de facon équivalente si b> > 4bc ou encore b > 2v/be.

Cette condition est remplie par ’ensemble des triplets suivants :

Sy ={(1,3,2);(1,5,6);(2,3,1); (2,5,3); (3,5,2); (6,5,1); (1,4,3); (2,6,4); (3,4,1); (4,6,2); (1,3, 1
(1,4,2);(2,4,1);(1,5,4);(2,5,2); (4,5,1);(1,4,1); (1,6,6); (2,6, 3): (3,6,2); (6,6,1); (1,5, 3);
(5,6,1); (1,5,2); (2,5,1); (1,6,4); (2,6,2); (4,6,1); (1,5,1); (1,6,3); (3,6,1); (1,6,2); (2,6, 1);

Le nombre de ces triplets est Card(S3) = 38. La probabilité que I’équation admette

deux racines réelles distinctes est donnée par :

Card(S2)
Card(£2)
38
~ 216
~ 0.18

P(Ss) =

2. Probabilité de S; (I’équation admet une racine réelle double) :

L’équation admet une racine réelle double si et seulement si le discriminant A est
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nul ou, de maniére équivalente, si b2 = 4bc ou encore b = 2v/bc. Ceci est vérifié par

les triplets suivants :
S = {(17 2, 1); (17 4, 4); (27 4, 2); (37 6, 3)7 (47 4, 1)}

Le nombre de ces triplets est Card(S;) = 5. La probabilité que I’équation admette

une racine réelle double est donnée par :

Card(Sy)
Card(Q)
)

216

~ 0.02

P(S1) =

. Probabilité de Sy (I’équation n’admet pas de racines réelles) :
L’équation n’admet pas de racines réelles si et seulement si le discriminant A est
strictement négatif, c’est & dire dans tous les autres cas dans lesquels A n’est ni nul
(i.e. S1) ni strictement positif (i.e. S2). Ceci est vérifié par le complémentaire de
S1USy

So=51US,

La probabilité que ’équation n’admette pas de racines réelles est donnée par :

P(So) = P(S1US2)
—1- P(5,US,)
=1—[P(51) + P(52)]
=1—0.02+0.18)]
~ 0.80
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Chapitre 5

Variables aléatoires continues

Exercice 35 :

Soit la fonction f définie par :

O0siz<O0
flz)= %ﬁsi0<x§1

Osixz>1

1. Démontrer qu’en tout point ou elle est continue, f est une densité de probabilités;
2. Déterminer la fonction de répartition ;

3. Calculer les probabilités P(0.25 < X < 0.50), P(0.25 < X < 5) et interpréter.

Solution :

1. f est une densité de probabilités si et seulement si :

/+Oof(z)dx1

Ainsi,
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On conclut que f est bien une densité de probabilités.

2. La fonction de répartition F(z) de la variable aléatoire X est donnée par :

F(z) = /_x F(t)dt

Comme la fonction f est définie par morceaux sur Uintervalle |—oo, +00[, alors
la fonction F(z) est également définie par morceaux sur le méme intervalle. On
distingue 3 cas :

e 1 € ]|—00,0], dans ce cas, on a :

F(x)/;f(t)dt/;OdtO

e z €]0,1], dans ce cas on a :

Pla) = /_ "ty ar

:/? od+ [
ox ]
— Va0

== X

e z €]1,+00], dans ce cas on a :
x
Flz) = / F(8) dt
—00

0 1 1 +oo
= Odt+/ 7dt+/ 0dt
/—oo 0 2\/Z 1
1
=0+ [vi] +o0

— Vi Vo

=1
Finalement,
O0siz <0
F(z) = Vesio<z <1
lsiz>1

3. Calcul des probabilités P(0.25 < X < 0.50), P(0.25 < X <5) :
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Rappels :

P(0.25 < X < 0.50) = F(0.50) — F(0.25) = v/0.50 — v/0.25 ~ 0.2071
P(0.25 < X <5)=F(5) — F(0.25) = 1 — v0.25 = 0.5

Interprétation : Il y a une probabilité d’environ 0.2071 que la variable aléatoire
X prenne ses valeurs dans l'intervalle [0.25,0.50] et une probabilité de 0.5 qu’elle

prenne ses valeurs dans Uintervalle [0.25, 5].

Exercice 36 :

Soit X une variable aléatoire et soit f une fonction définie par :
f(z) = ke™1#! pour z € |—o0, +00|
1. Déterminer k pour que f(x) soit une densité de probabilités;
2. Calculer E(X), F(z) et P(-1 < X < 1).

Solution :

La fonction f(x) peut s’écrire par morceaux comme suit :

ket siz <0
f(x) =

kem%sixz >0

1. Valeur de k assurant que f(z) soit une densité de probabilités :

f(z) est une densité de probabilités si et seulement si :

/+mf@Mx:1

— 00

Calculons dans un premier temps le membre gauche de (1) :

400 0 +oo
/ f(z)dx :/ ke”:der/ ke *dx

= [ke®]” o + [~ke ] %
= (ke — lim ke®) + (— 1+im ke™" + ke?)
=(k—=0)+(0+k)

/*wmex=2k

— 00
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Ainsi,

+o0 1
/ f(x)dx:1®2k=1®k25

— 00

f(x) est une densité de probabilités si et seulement si k = 1/2, elle s’écrit alors :

e7wsiyc<0
fay=4 *

2

siz>0

. Calcul de E(X), F(z) et P(-1 < X <1):
— Calcul de E(X) :

— 00
0 x +oo —x
e e
= / r—dzx + / r——dx
Notons qu’en effectuant le changement de variable y = —x, on peut écrire :

“+o00 —x —00 y 0 y
€ € €

La variable d’intégration y n’est qu’une variable muette, elle peut étre remplacée

par z, t ou d’autres variables sans que cela n’affecte le résultat final. On peut

0 y 0 x
—/_Ooy%dy:—/_oox%dx

En substituant dans (??), on obtient :

0 e® +o00 e~ T
E(X)= x—dx + r—dx
2 ) 2

— 00

alors écrire :

— Calcul de F(z) :

La fonction de répartition F'(x) est définie par :

F(z) = /_ Y

Comme la densité f(z) est définie par morceaux, la fonction de répartition F'(x)

est également définie par morceaux :
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— Siz €]—00,0[:

F(z)
— Siz € [0,+o00] :
F(z) = f(t
/O et
e’
=13 N
_(1_
S\ 2
_q1_¢
2
Finalement :
F(z) =

— Calculde P(-1< X < 1):
Rappels :

Ainsi,
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Exercice 37 :
Soit
0siz <0

F(z) = ar?si0<zx <1
lsiz>1

1. Déterminer la constante a pour que F'(z) soit une fonction de répartition ;
2. Calculer la densité f(z);
3. Calculer les probabilités P(0.25 < X < 0.50) et P(—1 < X <1).

Solution :
1. La constante a qui assure que F(x) soit une fonction de répartition :
Rappel : Une fonction de répartition F'(z) vérifie les propriétés suivantes :
(a) F(x) est définie sur R et prend ses valeurs dans 'intervalle [0;1] ;
(b) lim_o F(z) =0 et lim; o Fx) =1;
(¢) F(x) est une fonction non-décroissante, c’est & dire dF'(z)/dz > 0;
(d) F(x) est continue (& gauche), c’est & dire lim._,o F(x — €) = F(x).

Selon la dernieére propriété, on a :
lim F(z) = F(1) & limaz’ =1 < a=1
1- -

Ainsi, F'(x) est une fonction de répartition si et seulement si a = 1.

2. Calcul de la densité f(z) :

La densité f(x) est obtenue en dérivant la fonction de répartition F'(x) par rapport

ax: IF ()
fla) =57
Ainsi,
WO =0siz<0
flz)= il”f:2a:si0<x§1
gglc =0siz>1
Finalement,

2esi0<x <1
flz) =

0 ailleurs

3. Calcul des probabilités P(0.25 < X < 0.50) et P(—-1 < X <1):
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Rappels :
P(X <b) = F(b) P(a < X <b)=F(b) — F(a)
— Calcul de P(0.25 < X <0.50) :
P(0.25 < X < 0.50) = F(0.50) — F(0.25) = (0.5)* — (0.25)? = 0.1875
— Calculde P(-1 < X <1):

P(-1<X<1)=F(1)-F(-1)=1-0=1

Exercice 38 :

Soit X une variable aléatoire et soit f une fonction définie par :
f(z) = Ae 1?l si z € |—00, +00]
1. Déterminer A pour que f(x) soit une densité de probabilités ;

2. Calculer F(z).

Solution :

La fonction f(x) peut s’écrire par morceaux comme suit :

Ae six <0
fz) =

Ae T sixz >0

1. Valeur de A assurant que f(z) soit une densité de probabilités :

f(z) est une densité de probabilités si et seulement si :

/+mf@Mx:1

— 00

Calculons dans un premier temps le membre gauche de (1) :

“+oco 0 +oo
/ f(x)dx :/ Ae®dx +/ Ae "dx

=[Ae?)°  + [~4e7?]
= (A — lim Ae”) + (- 1+im Ae " + Ae?)
=(A-0)+(0+A4)

/+mfmﬂx:2A

— 00
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Ainsi,

+oo )
/ flayde=124=16 A=

— 00

f(x) est une densité de probabilités si et seulement si A = 1/2, elle s’écrit alors :

e7wsiyc<0
fay={ 7
C-siz >0

. Calcul de la fonction de répartition F(x) :

La fonction de répartition F'(z) est définie par :
F(z) = / f()de

Comme la densité f(x) est définie par morceaux, la fonction de répartition F(x) est
également définie par morceaux :
— Siz €]—00,0[:
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— Siz € [0,4o00[:

()5

e
2
Finalement :
%w six <0
F(z) =
1-— 6;1 siz>0
Exercice 39 :
Soit f une fonction définie par :
O0siz<O
F@) =9 k= +kyzsi0o<z<4
Osiz >4

1. Calculer k pour que f soit une densité de probabilités;

2. Etablir la fonction de répartition de X ;

3. Calculer P(—4 < X <4), P(1< X <5)et P(X <0).
Solution :

1. Calcul de k pour que f(z) soit une densité de probabilités :

f(z) est une densité de probabilités si et seulement si :

/ " e =1

— 00
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Commencons par calculer le membre gauche de (1) :

/:)of(m)dx:/ooo()dx+/4 (k\}wﬁ) dac—i—[jOOOda:
\ﬁ

+0
0

2v/0 —

<2f+\ﬁ

(3

+oo
/ f(x)dmzl@k(?)zl@k:;;

—00

)

D’ou,

2. Fonction de répartition de F(z) :

La fonction de répartition F'(z) est définie par :

- /; F(t)dt

Comme la densité f(z) est définie par morceaux sur 'intervalle |—oo, +00[, alors

la fonction de répartition F(x) est également définie par morceaux sur le méme

x)z/; Ft)dt
_/;f(t)dt_/;Odt—O

intervalle comme suit :

— Sixz €]—00,0[:
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— Size[0,4]:

— Siz €4, +oof :

Finalement,

0= [ 1
/ 0dt+/0 (283f 3\[)15
0+ /(w”)

2\7

0

23

<2f

3o+ vas
o 14

:/_Oooodt+/04 (28?:[ 3\[>dt+/4 0dt

_04 ' Ly vi)dito
B 28 Vit
3 2\F
= |2
zglf
3 2
<2\f+ 2\[\F>
28
3
=2
28<\f+ )
()
28 3
=1
Osizx<O
Fla)={ 3iVal o< z<4
lsiz >4

3. Calcul de P(-4 < X <4),P(1 <X <5)et P(X <0):
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Rappels :
P(X <b) = F(b) P(a< X <b) = F(b) — F(a)
— Caleul de P(—4 < X < 4) :
P(-4<X<4)=FA)—F(-4)=1-0=1
— Caleul de P(1< X <5)
P <X <5)=F() - F)=1--=¢

— Calcul deP(X <0) :
P(X <0)=F(0)=0

Exercice 40 :

La densité de probabilités de la variable aléatoire X est donnée par :

50k +kz?si —5<xz <5
fz) =

0 ailleurs

—_

. Calculer k£ pour que f soit une densité de probabilités;
2. Représenter graphiquement f;

3. Etablir la fonction de répartition de X ;

4. Calculer P(-4 < X <4), P(1 < X <5) et P(X <0).

Solution :

1. Calcul de k pour que f(z) soit une densité de probabilités :

f(x) est une densité de probabilités si et seulement si :

/+OO flx)dx =1

— 00
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Calculons le membre gauche de (1) :
“+o00 -5 +5 ~+o00
/ f(x)dx = / Odx + / (50k + ka?) dz + / Odx
—0oo —o0 -5 5

+5
:0+l<:/ (50 4+ 2%) dz + 0

-5

l'35
— 500+ &
[“H?)],

_r\3
:k(50><5+—50><( 5) — (35))
k(250+ +250 + 1§5)
:k(175o>

On en déduit
Foo 1750 3
dr=1ek|l—)=1leck=——
/_OO J@)de =1 ( 3 ) <= 1750

On peut alors écrire :

3 2 3 o
mx +£Sl 75<.T<5

flz) =

0 ailleurs

. Représentation graphique f(x) :

. Fonction de répartition F(x) :

La fonction de répartition F'(z) est définie par :

0= ;f(t)dt

Comme la densité de probabilités f(x) est définie par morceaux sur l'intervalle

]—00, +00[, alors la fonction de répartition F(x) est également définie par morceaux

:/;f(t)dt:/;Odt:O

sur le méme intervalle :
— Siz €]—o00,-5]:
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— Sixze]-5,5:

-5 x
3 3
= 0dt — 24+ =t
[ o [ (ot 35)
P A2
B 1750 © 35] .
2 3z 125 15
1750 35 0 1750 35
2%+ 150z + 875
1750
— Siz €[5, +oo| :
x
Fla) :/ Ft)dt
— 00
-5 5 3 ) 3 +o00o
= 0dt — 24+ =) dt 0dt
/_oo */_5 (1750 - 35) +/5
B 3t7°
+ [1750 + 35} s +
5 3x5 (=5)° 3x (-5
© 1750 35 1750 35
_ 250 30
1750 35
=1
Finalement,
Osix < -5
F(z) =< 2’+15004875 ¢ 5 . - 5

1750

lsix>5H

. Calcul de P(—4 < X <4), P(1< X <5) et P(X <0) :

Rappel :
P(X <b)=F(b) Pla< X <b)=F(b)— F(a)
— Calcul de P(—4 < X <4):
Plod < X <4)— F(4) — F(_4)— 1939 _ 211 _ 664

T 1750 1750 875
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— Calcul de P(1 < X <5):

1026 362
P<X<5) =F(5) — F(1) =1 — 220 _ 2%
1=X<9) (5) 1) 1750 875
— Calcul de P(X <0) :
875 1
P(X <0)= = =
X<0) © 1750 2

Exercice 41 :

La densité de probabilités de la variable aléatoire X est donnée par :

keT® +ke®si —b<x<H
fz) =
0 ailleurs
1. Calculer k pour que f soit une densité de probabilités;
2. Etablir la fonction de répartition de X ;
3. Calculer E(X), P(-2< X <4), P(1 <X <5)et P(X <-10).

Solution :

1. Calcul de k pour que f(z) soit une densité de probabilités :

f(x) est une densité de probabilité si et seulement si :
+oo
/ flx)dz =1
Calculons le membre gauche de (6.252) :
+00 =5 5 +oeo
/ f(z)dz = / 0dz + / (ke™® + ke®) dx + / 0dzx
—0o0 —00 -5 5
5
:0+k/ (e +€”)dz+0
-5
= k [—671 =+ ez:l 575
=k (—6_5 +ed e — 6_5)
=2k (65 — 675)
Dot :

+oo 1
/ fl@dz=1s2k(®—e®)=1lok=

—00
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Finalement,

e “4e” :
3(e5—e—5) si —h<x<h
flay=q "

0 ailleurs

. Fonction de répartition de F(z) :

La fonction de répartition F'(z) est définie par :

F(z) = [ F(t)t

Comme la densité f(z) est définie par morceaux sur 'intervalle |—oo, +o00[, alors
la fonction de répartition F'(x) est également définie par morceaux sur le méme
intervalle :

— Siz €]—00,—5]:

F(m):/x 0dt = 0

— 00
— Six €]-5,5[:
=5 T —t t
e "+e
F = 0dt dt
w=[ v+ [ s
1 T
=0 “tet)dt
+2(e5—e*5)[5(€ +e)
1 —t |, 1=
:2(65_675) [—e +e] 5
_ —e T4 et 4ed—eP
- 2(ed —e?)
et —e" _'_1
C2(eP—e75) 2
— Siz €[5, +oo| :

-5 5 —t t +o0
e "+e
F = dt ——dt dt
(=) / ! +/52(65—e—5) +/5 !

5
:0+ﬁ/_5(6_t+6t)dt+o
T 2( i =) [~ el
=3 & i = (—e P +e°+e°—e?)
=1
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Finalement,

Osix < -5
F(x) = %+%si—5<x<5
lsiz>5

3. Calcul de E(X), P(—2 < X <4), P(1 < X <5)et P(X <-10) :
Rappels :

P(X < b) = F(b) Pla< X <b)=F(b) — F(a)

— Calcul de E(X) :

-5 5 —x T +oo
:/ (xXO)der/ $2((3e5—+ee—5)dx+[ (x x 0)dx

—o00 —5

1 ° —x T

avec g(z) = z (e~® + 7). Notons que la fonction g(z) est impaire car :

g(—a) = —a (" + ") = —g(a)

Il en résulte :
Par conséquent

Rappels :
e g(z) est une fonction impaire si et seulement si g(—x) = —g(z). La courbe

représentative de la fonction g est symétrique par rapport au point (0,0).

/ig@ﬂxo

e g(x) est une fonction paire si et seulement si g(—x) = g(z). La courbe repré-

Par conséquent :

sentative de la fonction g est symétrique par rapport a la droite x = 0. Par
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conséquent :

— Calcul de P(-2< X <4):

P(-2< X <4)=F(4) - F(-2) =

2(ed —e™?)
— Calcul de P(1 < X <5):
el —e1 1 1 el —e !
Pl1<X<<H)=F05B)—F(1)=1- | =z
1<X<5) (5) (1) <2(e5—e5)+2> 2 2(eb—e7%)

— Calcul de P(X < —10) :

P(X < —10) = F(=10) =0

Exercice 42 :

La densité de probabilités de la variable aléatoire X est donnée par :

keT"+kePsi —4d<x<4
flx) =
0 ailleurs
1. Calculer k pour que f soit une densité de probabilités;
2. Etablir la fonction de répartition de X ;
3. Calculer P(—-4 < X <4), P2< X <5), P(X < -8), E(X) et V(X).

Solution :

1. Calcul de k pour que f(x) soit une densité de probabilités :

f(x) est une densité de probabilité si et seulement si :

/+<>O fz)dx =1

—00
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Calculons le membre gauche de (6.252) :

+o0 —4 4 +oo
/ f(x)dx = / 0dz + / (ke™® + ke®) da —|—/ 0dx
4

—0o0 —o0 —4

4
:OJrk/ (67I+ex)dz+0

—4

=k [—e_”” + em]i4

:k( 674+64+647674)

=2k (64 — 6_4)
D’ou :

+oo A L ) N 1
[m f(x)da:-l@Qk:(e —e )— S k= (et — e )

Finalement,

—x

e T4e”®
2(et—e—1%)

si —4d<x<4
f(z) =

0 ailleurs

. Fonction de répartition de F'(x) :

La fonction de répartition F'(z) est définie par :

Pla) = /_ " fat

Comme la densité f(z) est définie par morceaux sur 'intervalle |—oo, +o00[, alors
la fonction de répartition F'(x) est également définie par morceaux sur le méme
intervalle :

— Siz €]—o00,—4]:

F(x):/w 0dt = 0

— 00

— Size]-4,4:
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—4 4 —t t “+o0
e " te
F = _—
(z) /MOdt+/42(e4_ef4)dt+/4 0dt

1 * t ot
= _— - dt
0+2(e4—e—4)/4(6 +e')dt+0
1

REICET
= 2(6%—6_4) (—et+et+et—e?)
=1
Finalement,
Osiz<—4
Fla) =0 st +5si —4<az<4
lsix>4

. Calcul de P(—4 < X <4), P2< X <5), P(X <-8), BE(X) et V(X) :
Rappels :

P(X < b) = F(b) P(a < X <b) = F(b) — F(a)
— Calcul de P(—4 < X <4):
P(-4<X<4)=F4)-F(-4)=1-0=1
— Calcul de P(1 < X <5):
P(2§X§5):F(5)—F(2)=1—(2(664__ee4)+;> L

— Calcul de P(X < -10) :

P(X < —10) = F(-10) =0
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— Calcul de E(X) :

—4 4 —x x +oo
e " +e

4
=O—|—7/ x(efx—kex)dx—k()

avec g(z) = z (e® + e”). Notons que la fonction g(z) est impaire car :
g(—z) = —a (¢ + ) = —g(a)

Rappel : g(x) est une fonction impaire si et seulement si g(—z) = —g(z). La

courbe représentative de la fonction g est symétrique par rapport au point (0, 0).

/a g(x)dx =0

—a

Par conséquent :
Il en résulte :

Par conséquent

— Calcul de V(X)) :

Comme E(X) = 0 alors :

V(X) = E(X?)
+o0
:/ 2?2 f(x)dx

— o0

—4 4 -z x +oo
2 g €7 Fe 2
= dex—i—/ xida?—&—/ z°0dx
~/—oo —4 2 (64 - 674) 4

4

1 2 —x T
:0+m/_41‘ (6 +€)d$+0

4
- - 2 —x x
_2(64—6*4)/ (e rel)do

—4

Intégrale I
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Calculons d’abord 'intégrale I :

4
I:/ 22 (e*z +€I) dx

—4

La méthode d’intégration la plus appropriée dans ce cas est l'intégration par
parties.
Rappel :

Soit u(z) et v(x) deux fonctions dérivables. On a le résultat suivant :

/b w(z)' (z)de = [u(z)v(z)]” - /b o' (z)v(z)dx
Dans le cas présent, on pose :
u(z) = 22 V(z) =e " 4 €”
On en déduit :
u'(x) =2z v(z) =€ —e "

L’intégration par parties de I'intégrale I donne :

I = [u(z)v(z)]:, —/ o (z)v(z)dx (5.1)
—4
. 4
= [2%(e" — e ), - /4235(6’” —e ¥)dx (5.2)
4
= 42— o) ()2t - eh)] - 2/ 2 — ez (5.3)
—4
4
=32(et —e7) - 2/ z(e® — e ")dx (5.4)
—4
Intégrale J
Calculons ensuite 'intégrale .J :
4
J :/ x(e® — e ")dx
—4
Posons :
u(z) =z V(z)=€" —e7"

Les fonctions u(x) et v(zx) ici sont différentes des fonctions u(x) et v(z) dans
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(5.15). On en déduit :
u'(r) =1 v(z) =" +e "

L’intégration par parties de J produit :

4
T = [u(e)o(@))*, - [ @)l
4
= [z(ez + 671)}‘:1 — [4 e’ +e "dr

= ol e = e el
=[d(e* +e ) — (=) (et +eY)] = [(e* —e) — (e —€")]

=6¢* — 10e*
Substituons le résultat (5.32) dans (5.28), on obtient :

I=32(* —e*) —2(6e* — 10e™?)
=20e* — 12¢74
= 4(5e* — 3e7%)

Substituons (5.21) dans (?7?). On obtient :

4(5e* — 3e4)
VX) =Sy
2(5et — 3e4)
- 64 _ 6_4
=10.00134

Exercice 43 :

Soit f une fonction définie par :

ke™® +keTsi —2<x<?2
fx) =

0 ailleurs

1. Calculer k pour que f soit une densité de probabilité.

2. Etablir la fonction de répartition de X.

3. Calculer P(—2 < X <2), P(1 <X <3), F(0), F(-1), f(-2), BE(X) et V(X

Solution :

1. Calcul de k pour que f(x) soit une densité de probabilités :
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f(x) est une densité de probabilité si et seulement si :
—+o0
/ flz)de =1
Calculons le membre gauche de (6.252) :

“+o00 —2 2 “+o0
/ f(x)dx = / 0dx + / (ke™® + ke®) dx + / 0dx
2

—0o0 —o0 -2

2
=O—|—kz/ (67m+em)dz+0

=k [—e_”” + 61]2_2
:k( e 2 4e?4e? 7672)
=2k (62 — 6_2)
D’ou : o .
[m f(@)de =12k (e* —e?) zlﬁk:m
Finalement,

e T4e”® .
msl —2<r<2

fz) =

0 ailleurs

2. Fonction de répartition de F(z) :

La fonction de répartition F'(z) est définie par :

Pla) = /_ "

Comme la densité f(z) est définie par morceaux sur 'intervalle |—oo, +o00[, alors
la fonction de répartition F(x) est également définie par morceaux sur le méme
intervalle :

— Six€]—o0,—-2]:

F(as):/z 0dt = 0

— 00
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— Size]-2,2:

-2 T —t t
e " +e
F(z) = Odt ——dt
(@) /,Oo - /,2 2(2 ¢ ?)
1 PR
—0+ dt
0+ sy [
1 —t |, t]%
- 2(e?2 —e72) [76 te ]_2
—e T4 et 42 —e?
2 (e2 —e~2)
xr —X 1

_ e
S 2(e2—e72) 2

— Siz € (2,400 :
-2 2 —t t +oo
e " +e
F(z) = Odt ——dt Odt
= [ o+ [ s |
1 ? t t
=0+ —— - dt+0
+2(€2_6_2)[2(e +e')dt +
1 —t 12
:2(62_672) [—e +€]72
1 -2 2 2 -2
:m(—e +e+e?—e?)
=1
Finalement,
Osixz < -2
F(x) = %+%si—2<x<2
lsiz>2

3. Calcul de P(—2 < X <2), P(1< X <3), F(0), F(-1), F(-2), BE(X) et V(X) :
Rappels :

P(X <b)=F(b) P(a < X <b) = F(b) — F(a)
— Caleul de P(—2< X <2) :
P(-2<X<2)=F@2) —F(-2)=1-0=1
— Calcul de P(1< X <3) :

PUSX £3)=FE) - F) =1 (505" +
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— Calcul de F(0) :

e¥ — el 1
F(0) = S =z
©0) 2(62—6*2)—’—2 2
— Calcul de F(-1) :
-1 _ 1 1
F(-1)=_-2_~"° 4~

— Calcul de F(-2) :

F(-2)=0
— Calcul de E(X) :
EX)= /_+OO zf(x)dz
-2 2 e v +e” oo
:/_oo(xxo)d$+/_2xmdx+/2 (x x 0)dz

2
:O—|—;)/ m(efx—&—ex)daH—O

avec g(z) = z (e”® + e”). Notons que la fonction g(z) est impaire car :
o(~2) =~ (" + ) = ~g(a)

Rappel : g(x) est une fonction impaire si et seulement si g(—z) = —g(z). La

courbe représentative de la fonction g est symétrique par rapport au point (0, 0).

/a g(x)dx =0

a

Par conséquent :

Il en résulte :

Par conséquent

— Calcul de V(X)) :
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Comme E(X) = 0 alors :

V(X) = B(X?)
+oo
:/ 22 f(x)dx

— 00

—2 2 —x T +oo
_ 2 2 € " te 2

1 2
:O—i-i/ 1‘2(67I+6m)d1‘+0

2
_ 2 —x x
2(62_6_2)/2x (e Jre)dx

Intégrale T

Calculons d’abord l'intégrale I :
2
1= / z? (e™® +¢€”) dx
-2

La méthode d’intégration la plus appropriée dans ce cas est 'intégration par
parties.
Rappel :

Soit u(z) et v(x) deux fonctions dérivables. On a le résultat suivant :

b b
/ w(z)' (z)dz = [u(z)v(z))” —/ o' (x)v(x)dx

Dans le cas présent, on pose :

2

u(z) == V(z)=e " +¢€”

On en déduit :

—T

u'(x) = 2w v(z)=¢e" —¢
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L’intégration par parties de 'intégrale I donne :

I = [u(z)v(z)), — [ 2u/(x)v(m)dx (5.8)
= [22(e” —e™®)]7 . — : z(e® —e *)dx .
= [o%( [ e )d (5.9)

=[2%(e® —e %) — (-2)*(e 2 = €?)] - 2/ z(e® —e ")dx (5.10)

-2

=8(e? —e7?) — 2/ xz(e® —e %)dx (5.11)

-2

Intégrale J

Calculons ensuite I'intégrale J :

Posons :
u(z) =z v'(z) =e" —e”

Les fonctions u(x) et v(x) ici sont différentes des fonctions u(z) et v(z) dans
(5.15). On en déduit :

u'(z) =1 v(z) =e" +e 7

L’intégration par parties de J produit :

2

J = [u(x)v(x)), - /_2 o (z)v(z)dx

= [z(e” + e_z)]iQ - / e’ +e “dr
-2

= [z(e” + (3’3”)]2_2 —[e* = e*‘”]2_2

=2 +e %) = (=2)(e ?+e})] = [(®—e?) = (e> = €?)]
= 2¢% 4 6e 2

Substituons le résultat (5.32) dans (5.28), on obtient :

I =8(e* — e ?) —2(2e* 4 6e?) (5.12)
=4e? — 20e72 (5.13)
= 4(e* — 5e?) (5.14)
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Substituons (5.21) dans (??). On obtient :

4(e* — 5e7?)
Vix) = 2(e?2 — e~2)
2(e? — 5e72?)
T2 _e2
= 1.850741

Exercice 44 :

Soit f une fonction définie par :

ke ™ +keTsi —3<x<3
f(x) =

0 ailleurs

—_

Définir une densité de probabilité et la fonction de répartition.

2. Calculer k pour que f soit une densité de probabilité.

3. Etablir la fonction de répartition de X.

4. Calculer P(-1 < X <1), P(0< X <3), F(10), F(-5), f(-2), E(X) et V(X).
Solution :

1. Notions de densité de probabilités et de fonction de répartition :
— Une densité de probabilités est une fonction f(z) définie sur un intervalle I C R

telle que :

+o00
f(z) =0 / flx)dr =1

—00

— Une fonction de répartition est une fonction F'(x) définie sur R et a valeurs dans

[0, 1], continue (& gauche) et non décroissante, telle que :

/ £t
lim F(x) =

Eg} F(x) =

2. Calcul de k pour que f(z) soit une densité de probabilités :

f(z) est une densité de probabilité si et seulement si :

[ :O F@)da = 1



Calculons le membre gauche de (6.252) :

+o00 —3 3 +oo
/ f(x)dx = / 0dz + / (ke™® + ke®) da —|—/ 0dx
3

— 00 —0o0 -3
3
:OJrk/ (67I+ex)dz+0
-3
= k [—6_1 + 61] ?:3

D’ou :

Finalement,

e T4e”®
2(ed—e—3)

si —3<x<3
f(z) =

0 ailleurs

. Fonction de répartition de F'(x) :

La fonction de répartition F'(z) est définie par :

Pla) = /_ " fat

Comme la densité f(z) est définie par morceaux sur 'intervalle |—oo, +o00[, alors
la fonction de répartition F'(x) est également définie par morceaux sur le méme
intervalle :

— Siz €]-00,-3]:

F(x):/w 0dt = 0

— 00

— Size]-3,3:
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— Siz € [3,400[:

F(z) =

Finalement,

F(z)

et et

-3 3
/;oo Odt =+ /43 2(e3 —e3)

1 3
/ (et +eh)dt +0

+oo
dt + / 0dt
3

2( —e?) )3
s e+ T
s B
1
Osixz<-3
= %+%si—3<$<3
lsiz>3

. Caleul de P(~1 < X < 1), P(0 < X < 3), F(10), F(=5), F(~2), E(X) et V(X) :

Rappels :

P(X<b)=F

P(-1<X<1)=FQ1)-F(-1) =

PO<X<3)=F3)—F(0)=1—

Calcul de F(10) :

Calcul de F'(—5) :

Calcul de F(-2) :

(b)

Calcul de P(-1 < X <1):

Calcul de P(0 < X < 3):

F(10) =1
F(=5)=0
=2 _ 2
F(=2)= 2(e3 —e3)
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— Calcul de E(X) :

-3 Boe Tt e oo

1 3
=O—|—7/ x(efx—kex)dx—k()

avec g(z) = z (e® + e”). Notons que la fonction g(z) est impaire car :

g(=z) =~z (" +e7") = —g()

Il en résulte :

Par conséquent
1

E(X)=——7——7x0=0
(X) 2(e3 —e3)
Rappels :
e g(x) est une fonction impaire si et seulement si g(—z) = —g(x). La courbe

représentative de la fonction g est symétrique par rapport au point (0,0).

/a g(x)dz =0

—a

Par conséquent :

e g(x) est une fonction paire si et seulement si g(—x) = g(z). La courbe repré-

sentative de la fonction g est symétrique par rapport a la droite x = 0. Par

/_Oa g(x)dz = /Oa g(z)dz

conséquent, :

— Calcul de V(X)) :

133



Comme E(X) = 0 alors :

V(X) = B(X?)
“+oo
:/ x? f(x)dx

— 00

-3 3 —x T o0
_ 2 2 € " te 2

1 3
:0+7/ $2(€71+€z)d$+0

3
_ 2 —x x
2(63_6_3)/3x (e +€)d£€

Intégrale I

Calculons d’abord l'intégrale I :

3
I:/ x> (67:6 —|—e:’3) dx

-3

La méthode d’intégration la plus appropriée dans ce cas est I'intégration par
parties.
Rappel :

Soit u(z) et v(x) deux fonctions dérivables. On a le résultat suivant :

Dans le cas présent, on pose :
u(z) = 2° V(z)=e" +e”
On en déduit :

o' (r) =2z v(z)=¢e" —¢
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L’intégration par parties de I'intégrale I donne :

I = [u(z)v(z))’, - [Bu’(x)v(x)dx (5.15)
3
= [2%(e” — e_“v)]g_3 — /_3 2x(e” — e ¥)dx (5.16)
3
= [3%(e® —e?) = (=3)*(e? —€”)] — 2/ z(e® — e ¥)dx (5.17)
-3
3
=18(e* —e %) — 2/ z(e® —e *)dx (5.18)
-3

Intégrale J

Calculons ensuite I'intégrale J :

Posons :
u(xr) =x v'(z) =¢e" —e”

Les fonctions u(x) et v(z) ici sont différentes des fonctions u(z) et v(x) dans
(5.15). On en déduit :

u'(x) =1 v(z) =e" +e "

L’intégration par parties de J produit :

J = [u(x)v(x))’ 4 — /_3 o' (z)v(z)dx
= [z(e” + e_z)]:i3 - /_3 e’ +e dx

= [z(e® + e"”’”)]?i3 —[e" = e*‘”]ig

=3 +e?) = (=3)(e 4+ )] = [(’ —e7?) = (7% = €%)]
=4¢% 4+ 873

Substituons le résultat (5.32) dans (5.28), on obtient :

I=18(e® — ™) — 2(4e® + 8e73) (5.19)
=10e® — 3473 (5.20)
=2(5e® — 17e73) (5.21)
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Substituons (5.21) dans (??). On obtient :

2(5e3 — 17e73)
2(e3 —e™3)
5e3 — 17¢73
o3 _ -3
=4.970181

V(X) =

Exercice 45 :

Soit f une fonction définie par :

ke ®+kr2si —5<x<5b

f(z)

0 ailleurs

1. Définir une densité de probabilité et la fonction de répartition.

2. Calculer k pour que f soit une densité de probabilité.

3. Etablir la fonction de répartition de X.

4. Calculer P(—2 < X <2), P(1< X <3), F(0), F(-1), f(-2), E(X) et V(X).

Solution :

1. Notions de densité de probabilités et de fonction de répartition :
— Une densité de probabilités est une fonction f(x) définie sur un intervalle I C R

telle que :

+oo
f(z) >0 / flx)de =1

— Une fonction de répartition est une fonction F'(x) définie sur R et a valeurs dans

[0, 1], continue (& gauche) et non décroissante, telle que :
F(z) = / ft)dt
lim F'(z) =0
lim F(z) =1
Rf@

2. Calcul de k pour que f(x) soit une densité de probabilités :

f(x) est une densité de probabilités si et seulement si :

/+OO flx)dx =1

— 00
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Calculons le membre gauche de (6.252) :
“+o0 -5 5 “+o00
/ f(x)dx = / 0dz + / (ke ™ + ka®) dw + / 0dx
—o0 —oo -5 5

5
:OJrk/ (67I+I2)dl’+0

-5

315
=k {—e_m-i-x]

3
53 (_5)3
=k —ed+ 5__ L %)
< e "+ 3 +e 3
_ 3e® — 3% 4 250
N 3
Dot :
/*“f(x)dxlﬁk 3e® — 3e7° + 250 e 3
e N 3 N 7\ 3e® — 3¢5 + 250
Finalement,
3(6’”+x2)

Fes—3en7250 51 ~ D <& <D

fz) =

0 ailleurs

. Fonction de répartition de F(z) :

La fonction de répartition F'(z) est définie par :

F(z) = [ F(t)dt

Comme la densité f(z) est définie par morceaux sur 'intervalle |—oo, +o00[, alors
la fonction de répartition F'(x) est également définie par morceaux sur le méme
intervalle :

— Siz €]—00,-5]:

F(m):/:oOdt:O
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— Sixze]-5,5:

-5 x 3 (e—t + t2)
F(z)= [ odt dt
(z) / + /5 3¢5 — 3¢5 + 250

—00 —

3 xT
=0 ) dt
t 35— 3¢5+ 250 /,5 (7 +#)

3 . 3"
T 3¢5 _ 3¢5 + 250 {e +3}_5

— 3 —€_z+£+€5—ﬂ
T 3¢5 —3e—5 4+ 250 3 3

_ 3% —3e T 4+ 23+ 125
T 3¢5 —3e75 4+ 250

— Siz €[5, +oo| :

-5 5 3 —t t2 +oo
F(z) = / 0dt + / Gl N / 0dt
5

e _5 3e5 —3e=% + 250

3 5
=0 4 t2)dt+0
t 305 3¢5 1 250 /_5 () de+

3 . B3
T 3¢5 — 3¢5 + 250 [_e +3}_5

3 _5+125+5+125
= —e — +te —
3ed — 3e—5 4+ 250 3 3
_ 3e® — 3e™5 + 250
3ed — 3e=5 + 250
=1
Finalement,
Osizx < -5
F(r) = 3¢=3e 424125 g -, 5

3e5—3e—54250

lsizx>5H

. Calcul de P(—2 < X <2), P(1 <X <3), F(0), F(-1), F(-2), E(X) et V(X) :
Rappels :
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— Calcul de P(-2< X <2):

P(—2< X <2)=F(2) - F(-2)
3e® —3e 2 +23 4125 3e® —3e? +(-2)%+125

3ed — 3e—5 4+ 250 3ed — 3e=5 + 250
_ 3¢ —3e7 2+ 16

3e® — 3e=5 4250
= 0.05431547

— Calcul de P(1< X <3):

P1<X<3)=F3)-F(1)
_3e% —3e3+3% 4125 3¢’ —3e 14 1% +125
3ed — 3e=5 + 250 3ed — 3e=5 + 250
_ 3¢ 1 —3¢3+38

3ed — 3e=5 + 250
= 0.01287979

— Calcul de F(0) :

3" —3e"4+0%+125  3e5 4122

F (0 =
0) 3ed — 3e—5 4+ 250 3ed — 3e—5 4+ 250

= 0.8159145

— Calcul de F(-1) :

3¢5 —3el 4 (—1)°+125 3¢5 — 3! + 124

F(-1 = = 0.8070614
(=1) 3e® — 3e=5 4 250 3e® — 3e=5 4250
— Calcul de F(-2) :
3¢ —3e? + (=2)2 +125 3¢5 —3e? 4+ 117
F(ogy = 3237 (D412 Bl 23T H T ) oregany

3e5 — 3e~5 + 250 "~ 3ed —3e=5 4250

— Calcul de E(X) :

/—5 Ods + /5 3 (efzr 4 1.2) drt /+oo 04d
= X X
IR | TR T 3es 50 T ), TN

3 5
=0+ / z(e®+2%) dz+0
3ed —3e 5 +250 J_; ( )
3
= I
3¢5 — 3¢5 4250
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avec s
I:/ z(e*z+x2) dx

Afin d’intégrer I par parties, posons :

u(z) =x V(z)=e " +a?
on en déduit :
23
u’(:zc) =1 U(LL') =—e T4+ ?
Ainsi,
r 23 1° 5 3
I=|x( em—|—)} —/ e+ —dzx
i 305 Jos

=-2 (265 +3e7°
Enfin,
E(X) = 3 x (—2) (2¢° + 3e77)

3e5 —3e75 + 250

. —12e° —18e7°
3e5 — 3e75 + 250

= —2.561896

— Calcul de V(X)) :
V(X) = BE(X?) - E*(X) (5.22)
+oo
:/ 22 f(z)dx — E*(X) (5.23)
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Calculons d’abord la premiére partie du membre droit de (5.23) :

+oo -5 5 3 (e % 2 +oo
/ a:Qf(x)dx:/ J;2><0dx+/ z? (e +a%) da:+/ 2% x 0dx
5

oo o _5 3e5—3e7%+250
(5.24)
3  , 2
=0 - d 0 5.25
+3e5—36_5+250[5x (77 +a7) do+ (5.25)
= 3 /5 z® (e7* +2%) dz (5.26)
3ed —3e=5+250 J_5 '
I
Calculons l'intégrale I par une intégration par parties, pour cela posons :
u(z) = a° V'(x) = e " +a?
On en déduit :
23
u'(z) =2z v(z) = —e % + 5
Ainsi,
3\1° 5 3
I= {:1:2 (e‘r + m)] —/ 2x <ez + x) dz (5.27)
3) . ) 3
6250 ° . TP
= 2565 — 25 % 4 —— — 2/ @ (—6_* + x) dw (5.28)
3 _5 3
J

Calculons l'intégrale J par une intégration par parties, pour cela posons :

3

u(z) =z v'(z) = —e "+ %
On en déduit,
4
") =1 —e T4 L
u'(x) v(z) =e "+ 5
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(e B)] - [eren] (5.30
pleR) o () ()]

En substituant (5.32) dans (5.28), on obtient :

2 2
I =25¢° —25e° + Ggﬂ —2x <665 + 4e® — 665> (5.33)
6875
= 17¢° — 37e 75 + = (5.34)

En substituant (5.34) dans (5.26), on obtient :

too 3 6875 515 — 111e~® 4 6875
/ 2 f(z) da = X <1765 —37e7 " + > =2 ¢+

3ed — 3e—5 4+ 250 3 3e® — 3e=5 4+ 250

— 00

Finalement,

+oo
V(X) :/ 22f(z) dz — E2(X)

51e® — 111e~5 + 6875 —12¢% — 18e~% \?
3e% — 3e=5 + 250 3e% — 3e=5 + 250

= 14.2119

Exercice 46 :

Soit f une fonction définie par :

ke ®+kr2si —3<x<4
f(x) =

0 ailleurs

1. Calculer k pour que f soit une densité de probabilités;
2. Etablir la fonction de répartition de X ;
3. Calculer P(—-2 < X <2), F(0), F(-1),f(=2) et E(X).

Solution :
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1. Calcul de k pour que f(z) soit une densité de probabilités :

f(x) est une densité de probabilités si et seulement si :
+oo
/ flx)dz =1
Calculons le membre gauche de (6.252) :

+oo -3 4 +oo
/ flz)dx = / Odz + / (ke ™ + ka?) dz + / Odx
_ 4

—o00 e} -3

4
:O+k/ (e_x—l—:vg)da:—&—()
-3

D’ou :

+o00o 3 —4
3e’ —3e " 491 3
dr=1eok (2072 F1) o p-_ >
/_Oo J(@)d ( 3 ) TN T3 31101

Finalement,
3 67'1' +a:

393 3e=TToT si —3<x<4

0 ailleurs

2. Fonction de répartition de F'(x)

La fonction de répartition F' (m) est définie par :

0= [ ; Pt

Comme la densité f(z) est définie par morceaux sur 'intervalle |—oo, +00[, alors
la fonction de répartition F'(x) est également définie par morceaux sur le méme
intervalle :

— Siz €]-00,-3]:

F(x):/w 0dt = 0

— 00
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— Size]-3,4]:

F(x):/BOdt—i—/z 38,

o _33e3—3e~*+4091

3 xr
=0+ -—— L) dt
138 3c 4101 /,3(6 +t)

3 3%
e —€7t+—
3e3 —3e~4 491 3] 4
_¥ _e—z+£3+63+§
T 3e3 —3e4+91 3 3
_ 3e3 — 3e % 4 a3 4+ 27
T 3e3—-3e1401

— Siz €[4, +o0] :

-3 4 3 (€7t 4 t2) 400
F = dt — >t dt
(z) / 0 +/3 3e3 —3e 4+ 91 +/4 0

3 4
=0+ ——— ) dt+0
+3@3—:’)e—4+91/_3(e 1) dt+
3 o P *
T . —e —
3e3 —3e4 491 3] 4
—¥ —6_4—1—%—#634—2
~ 3e3 —3e1 491 3 3
_363—36_4—1—91
3e3 —3e1 491
=1
Finalement,
Osiz < -3
F(z) = q 33 40421 _3<q<4
lsiz>4

3. Calcul de P(—2 < X <2), F(0), F(-1), F(-2) et E(X) :
Rappels :
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— Calcul de P(-2< X <2):

P(-2<X <2)=F(2) - F(-2)

3e3 —3e 2 +23+27  3e3—3e? +(—-2)3+27
3e3 —3e~4 4091 3e3 —3e4+91

_ 3¢ —3e72+16

~ 3e3 —3e1 491

= 0.2497404
— Calcul de F(0) :
3¢ —3e + 0% + 27 3e® + 24
F(0) = = = 0.5572466
) 3e3 —3e 4 +91 3e3 —3e 4 +91
— Calcul de F(-1) :
3e3 —3el + (=13 +27 3¢ —3el +26
F(-1)= = = 0.5165404
(=1) 3e3 —3e 4+ 91 3e3 —3e 4 +91
— Calcul de F(-2) :
3e3 —3e? + (—2)% + 27 3e3 —3e? +19
F(og) = 3023 (D427 3P 23T 19 s

3e3 —3e~1 491 3e3 —3e~1 491

— Calcul de E(X) :

/—3 Od + /4 3 (67:1: + 1'2) d + /+oo Od
= X —_— X
EUU O R P e v B VI PR

3 4
=0+ c5———— 4+ 2?) dz +0
+3e‘3—3e74+91/_3”3(e +at) dot

_¥XI
T 3e3 —3e~4+91

avec

4
I:/ x(e_””—f—xQ) dx

-3

Afin d’intégrer I par parties, posons :
u(z) =z V(z) =e " +a?

on en déduit :
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Ainsi,

r 43 (_3)3 44
_ e Ay ) P
—_4<e +3 (3)(€+3>:| [e +12
363 — 60t — 24¢3
N 12

Enfin,
3 363 — 60e—% — 24¢3
EF(X)=
(X) =35 37701 % 12

363 — 60e~* — 24¢3
T 364 + 12e3 — 12¢—4
= —0.1986615

Exercice 47 :

Soit f une fonction définie par :

EL +k?sil<z<5b
fa)y=4 V°

0 ailleurs

1. Calculer k pour que f soit une densité de probabilités;

2. Etablir la fonction de répartition de X ;

3. Calculer P(-3< X <3), P(1 <X <2), F(0), F(-1), F(—2) et E(X).

Solution :

1. Valeur de k pour que f soit une densité de probabilités :

f est une densité de probabilités si et seulement si :

/+Oof(x)dm:1

— 0o
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Comme la fonction f est définie par morceaux, on peut écrire :

+oo 1 5 +oo
[m f(m)dx:[wf(x)dx+/l f(:r)der/S flx)dx
1 5 +oo
_ Lo
—/_OOde—l—/l kﬁ—l—kx dx—l—/5 0dz
|
k/1 ﬁ—i—dex
231°
:k{2\/5+3]

1

:k<2\/5+5;—2\f—1;>

Foo 6v/5 + 118
e 3
Ainsi,
oo 6v/5 + 118
/ f(x)dxzuzm%ﬂ
D’ou,
b3
615 + 118

2. Fonction de répartition de X :

La fonction de répartition F'(z) de la variable aléatoire X est donnée par :

F(z) = f F(t)dt

Comme la densité de probabilités f(z) est définie par morceaux sur l'intervalle
]—00, +00], la fonction de répartition est également définie par morceaux sur le
meéme intervalle. On distingue 3 cas :

e r €]—00,1], dans ce cas f(z) =0:
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e z € [1,5], dans ce cas f(z) = m (% +x2) :

=t

/ dt+/ (1)

/ OdH/l ﬁfim <\1f+t2)d
0+

@
- 6f+118/ 7+t2dt
3
_6\f+118[ ]

3 1
:6\/5+118(2ﬁ+3_2_3)
_byT a7
~ 6v5+ 118

e 1 €[5, 400, dans ce cas f(z) =0:

x)z/;f(t)dt
:/1oof(t)dt+/15f(t)dt+/5mf(t)dt
[ s o) e
5
:6\/51118/1 (\}%H?) &
3 t3
T 6vB 4118 {2\/”3]1

3 53 1
S - 2\/S+—2—>
6\/5+118( 3 3

N (Gﬁill8> (6\/5;118>

=1

Finalement, la fonction de répartition F'(z) de la variable aléatoire X est donnée

par :
Osiz<1

F — 6yat+a®-7
(33) oV/BT 118 sil<ax<b

lsiz>5H
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3. Calcul de P(-3 < X <3), P(1< X <2), F(0), F(—-1), F(—2) et E(X) :
Rappels :

P(X < b) = F(b) Pla< X <b)=F(b) — F(a)

P(—3< X <3) = F(3) — F(—3)
6v3+3% -7
" 6v/5 + 118
6v/3 + 20
T 6v5+ 118
~ 0.23127
P1<X<2)=F@2) - F(Ql)
6v2 42 7
" 6v5 + 118
6v2+ 1
T 6v5 118
~ 0.07218
F(0) =0
F(-1)=0
F(=2)=0

“+oo

B(X) = / +f () dz

— 00

1 5 3 1 ) —+oo
= de+/ r——— <+x>dx+/ 0dz
/m 1 6B+ 118 \Vz 5
0+ 3 /5 <1 +x2>d +0
= — | — x
65+ 118 J; Nz

i ()
= —— — +x x
6v5+118 /1 \vz
3 {x3/2 x4]5
1

T V518 32 4

- 3 5/65 625 1 1
6\/5—1—118(3/2 43/24>
~ 40V/5 + 1864

E(X) =
(X) 24v/5 + 472
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Chapitre 6

Couples de variables aléatoires

discretes

Exercice 48 :

On veut former un comité de 3 étudiants. Les candidats a ce comité sont : 2 garcons, 2
filles et 2 étrangers.

X : "variable aléatoire : nombre de garcons dans le comité".

Y : "variable aléatoire : nombre de filles dans le comité".
1. Calculer la loi du couple (X,Y);

Calculer les distributions marginales de X et de Y ;

Calculer la distribution de X|Y =1;

X et Y sont-elles indépendantes 7

B e B

Calculer le coefficient de corrélation et interpréter.

Solution :
Pour former un comité de 3 étudiants, on doit les choisir parmi 2 garcons, 2 filles et 2

étrangers qui ont tous la méme probabilité d’étre sélectionné :

Garcon | Fille | Etranger

Garcon | Fille | Etranger

Cette situation d’équiprobabilité nous autorise a calculer la probabilité d’un événement

FE selon la formule suivante :
card(E)

PE) = card(Q)

(6.1)

ou ) désigne I'univers des possibilités. Un candidat ne peut étre sélectionné qu’une seule

fois et peu importe I'ordre dans lequel il est choisi. Par conséquent, un comité est une
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disposition non ordonnée et sans répétition de p éléments parmi n, il s’agit donc de

combinaisons dont le nombre est donné par :

cr n! (6.2)
" pl(n—p)! '
Ainsi, le nombre de comités possibles de 3 individus choisis au hasard parmi 6 (2 gargons

+ 2 filles + 2 étrangers) est donné par :
card() = Cg = 20 (6.3)

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de gargons dans le comité et Y
la variable aléatoire représentant le nombre de filles dans le comité. Ces deux variables
peuvent prendre les valeurs {0, 1,2} chacune.
Désignons par C), ,, un comité comportant n garcons et m filles. Cela correspond au
couple (X =n,Y =m).
1. Loi du couple (X,Y) :
La probabilité du couple (X =n,Y = m) est donnée par :

card(Cy m)

P(Cnm) = card(2)

(6.4)

Nous avons déja calculé card(f?) dans (6.64). Il reste a calculer card(Cy, ) pour

n,m € {0,1,2} comme suit :

card(Coy) = CIC3CT =1x2x1=2 (6.5)
card(Coo) = CIC3Cy =1 x1x2=2 (6.6)
card(C1 ) = Ca09C3 =2x 1x1=2 (6.7)
card(Cy1) = C30303 =2 x2x2=38 (6.8)
card(Cy ) = C3C3CT =2 x1x1=2 (6.9)
card(Ca) = C3CIC; =1 x1x2=2 (6.10)
card(Ca 1) = C30309 =1 x2x1=2 (6.11)

Exemple : Cp ; est un comité ne comportant aucun garcon parmi les deux candidats
masculins (C9) ET une fille parmi les deux candidates féminines (C3) ET pour
compléter le comité, il faut choisir les 2 candidats qui manquent parmi les deux
candidats étrangers (C3), soit C9C3C2 =1 x 2 x 1 = 2 possibilités.

L’application de (6.65) pour n,m € {0, 1,2} donne la loi du couple (X,Y") suivante :
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X\Y| 0 1 2 )

0 0 | 2/20 | 2/20 | 1/5

1 | 2/20 | 8/20 | 2/20 | 3/5

2 |2/20|2/20]| 0 |1/5

5 1/5 | 3/5 | 1/5 | 1

2. Distributions marginales de X et de Y :

Les distributions marginales de X et de Y sont lues dans les marges du tableau

ci-dessus :
| P(X =2) y | P(Y =)
0 1/5 0 1/5
1 3/5 1 3/5
2 1/5 2 1/5
b)) 1 M) 1

3. Distribution conditionnelle de XY =1 :
Rappel : Formule de Bayes

P(AN B)

P(AIB) =~

(6.12)
La probabilité d’un événement A conditionnellement a un événement B est le rap-
port entre la probabilité du couple (A4, B) et la probabilité marginale de la condition

B. Ainsi,
PX=zY=1)

PY = 1)

PX|Y =1) = (6.13)

On sait, d’'une part, que P(Y = 1) = 3/5 selon la distribution marginale de Y.
D’autre part, la probabilité P(X = x,Y = 1) est a lire dans la colonne Y = 1 pour
différentes valeurs de x dans la tableau ci-dessus donnant la loi du couple (X,Y).

On obtient la distribution conditionnelle suivante :

v | P(X =2y =1)=P(X =2,Y =1)/P(Y = 1)
0 (2/20)/(3/5) = 1/6

1 (8/20)/(3/5) = 4/6

2 (2/20)/(3/5) = 1/6

% 1

4. Dépendance des variables aléatoires X et Y :
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Comparons la distribution marginale de X et la distribution conditionnelle X|Y =
1:

z | P(X) | P(X|Y =1)
0| 1/5 1/6

1] 3/5 4/6

2| 1/5 1/6

| o1 1

La distribution marginale X étant différente de la distribution conditionnelle XY =
1, on conclut que les variables aléatoires X et Y sont dépendantes.
. Coeflicient de corrélation linéaire :

Le coefficient de corrélation linéaire p(X,Y’) entre les variables aléatoire X et Y est

donné par :
’ p(X,Y) = \/‘%(()X\/% - \/%1/5% — 12 (6.14)
cov(X,Y) = B(XY) - B(X)E(Y) =4/5—-1x1=—1/5 (6.15)
- ixip(mi) =1 (6.16)
put
Y) = iyjp(yj) —1 (6.17)
3 = ix?P(mi) =11/5 (6.18)
Zy (y;) =11/5 (6.19)

3
ZZ ziy; P(xi,y;) = 4/5 (6.20)
L

V(X)=E(X?) -F*X)=7/5-1>=2/5 (6.21)
VY)=EY?) -E*Y)=7/5-1>=2/5 (6.22)
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ziy; P(xi,y;) | O 1 2 z
0 0 0 0 -
1 0|8/20 | 4/20]| -
2 0|4/20| o0 -
s - - |4y
@i | P(zi) | @iP(xi) | @}P(x:) vi | Ply) | wiPy;) | v Pys)
0ol 1/5 0 0 0o 1/5 0 0
1| 3/5 3/5 3/5 1| 3/5 3/5 3/5
2 | 1/5 2/5 4/5 2 | 1/5 2/5 4/5
S| o1 1 7/5 2|1 1 7/5
Interprétation : Un coefficient de corrélation linéaire négatif (p(X,Y) = —1/2)

signifie qu’il y a une relation linéaire inverse entre les variables aléatoires X et Y.
Si le nombre de garcons dans le comité augmente, le nombre de filles baisse et vice

versa.

Exercice 49 :

On veut former un comité de 3 étudiants. Les candidats a ce comité sont : 2 garcons, 2
filles et 2 étudiants étrangers.

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de garcons dans le comité et Y le

nombre de filles dans le comité.
1. Calculer la distribution du couple (X,Y") et les distributions marginales de X et Y.
2. Calculer cov(X,Y) et le coefficient de corrélation p(X,Y"). Interpréter.

Solution :
Pour former un comité de 3 étudiants, on doit les choisir parmi 2 garcons, 2 filles et 2

étrangers qui ont tous la méme probabilité d’étre sélectionné :

Garcon | Fille | Etranger

Garcon | Fille | Etranger

Cette situation d’équiprobabilité nous autorise a calculer la probabilité d’un événement

FE selon la formule suivante :
card(E)

P(B) = card(2)

(6.23)

ou () désigne I'univers des possibilités. Un candidat ne peut étre sélectionné qu’une seule

fois et peu importe I'ordre dans lequel il est choisi. Par conséquent, un comité est une
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disposition non ordonnée et sans répétition de p éléments parmi n, il s’agit donc de

combinaisons dont le nombre est donné par :

cr n! (6.24)
" pl(n—p)! '
Ainsi, le nombre de comités possibles de 3 individus choisis au hasard parmi 6 (2 gargons

+ 2 filles + 2 étrangers) est donné par :
card() = Cg = 20 (6.25)

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de gargons dans le comité et Y
la variable aléatoire représentant le nombre de filles dans le comité. Ces deux variables
peuvent prendre les valeurs {0, 1,2} chacune.
Désignons par C), ,, un comité comportant n garcons et m filles. Cela correspond au
couple (X =n,Y =m).
1. Distribution du couple (X,Y) et distributions marginales de X et de Y :
La probabilité du couple (X =n,Y = m) est donnée par :

card(Cy m)

P(Cnm) = card(2)

(6.26)
Nous avons déja calculé card(f?) dans (6.64). Il reste a calculer card(Cy, ) pour
n,m € {0,1,2} comme suit :

card(Cop 1)

)

(
card(Cj.2)
card(C,0)
card(C,1)
card(Ch 2)

(C2,0)

(C2,1)

CICICE=1x2x1=2 (6.27)
CIC303 =1x1x2=2 (6.28)
CaCIC3 =2x1x1=2 (6.29)
Cicicl=2x2x2=8 (6.30)
(6.31)
(6.32)
(6.33)

030309 =2x1x1=2
C3C9C; =1x1x2=2
C20309 =1x2x1=2

card(Cs.

)

card(Csy 1

5

Exemple : Cp ; est un comité ne comportant aucun garcon parmi les deux candidats
masculins (C9) ET une fille parmi les deux candidates féminines (C3) ET pour
compléter le comité, il faut choisir les 2 candidats qui manquent parmi les deux
candidats étrangers (C3), soit C9C3C2 =1 x 2 x 1 = 2 possibilités.

L’application de (6.65) pour n,m € {0, 1,2} donne la distribution du couple (X,Y) :
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X\Y| 0 1 2 )

0 0 | 2/20 | 2/20 | 1/5

1 | 2/20 | 8/20 | 2/20 | 3/5

2 |2/20|2/20]| 0 |1/5

5 1/5 | 3/5 | 1/5 | 1

Les distributions marginales de X et de Y sont lues dans les marges du tableau

ci-dessus :
v | P(X =) y | P(Y =y)
0 1/5 0 1/5
1 3/5 1 3/5
2 1/5 2 1/5
PN 1 PN 1

2. Covariance cov(X,Y) et coefficient de corrélation linéaire p(X,Y) :

La covariance entre les variables aléatoire X et Y est donnée par :

cov(X,Y)=E(XY)-EX)E(Y)=4/5—1x1=—-1/5 (6.34)
3
E(X)=> aP(z;) =1 (6.35)
§1
B(Y) =Y uiPy;) =1 (6.36)
" 3 3
B(XY) =YY wuy;Pxi,y;) =4/5 (6.37)
i=1 j=1

Le coefficient de corrélation linéaire p(X,Y’) entre les variables aléatoire X et Y est

donné par :
cov(X,Y) -1/5

XY= OV Valsvas

~1/2 (6.38)
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avec

B(X?%) = ix?P(wi) =17/5 (6.39)
1:1
E(Y?) =) yiP(y;) =1/5 (6.40)
j=1
V(X)=E(X?*-E*X)=7/5-1>=2/5 (6.41)
VIY)=EY?) -E*Y)=7/5-1>=2/5 (6.42)
z:y; P(zi,y;) | O 1 2 3
0 0 0 0 -
1 0|8/20 |4/20 | -
2 0|4/20] o -
¥ - - |4y
@i | P(zi) | ziP(xi) | 27 P(x:) i | Plyi) | viP(y;) | viP ;)
0| 1/5 0 0 0| 1/5 0 0
1| 35 3/5 3/5 1| 3/5 3/5 3/5
2 | 1/5 2/5 4/5 2 | 1/5 2/5 4/5
) 1 1 7/5 b 1 1 7/5
Interprétation : Un coefficient de corrélation linéaire négatif (p(X,Y) = —1/2)

signifie qu’il y a une relation linéaire inverse entre les variables aléatoires X et Y.
Si le nombre de garcons dans le comité augmente, le nombre de filles baisse et vice

versa.

Exercice 50 :

On veut former un comité de 2 étudiants. Les candidats a ce comité sont : 2 garcons, 2
filles et 2 étudiants étrangers.

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de garcons dans le comité et Y la

variable aléatoire représentant le nombre de filles dans le comité.
1. Calculer la distribution du couple (X,Y) et les distributions marginales de X et Y';

2. Calculer cov(X,Y) et le coefficient de corrélation p(X,Y"). Interpréter.

Solution :
Pour former un comité de 2 étudiants, on doit les choisir parmi 2 garcons, 2 filles et 2

étrangers qui ont tous la méme probabilité d’étre sélectionné :
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Garcon | Fille | Etranger

Garcon | Fille | Etranger

Cette situation d’équiprobabilité nous autorise a calculer la probabilité d’un événement

F selon la formule suivante :

card(E)
card(?)

ou () désigne l'univers des possibilités. Un candidat ne peut étre sélectionné qu’une seule

P(E) = (6.43)

fois et peu importe l'ordre dans lequel il est choisi. Par conséquent, un comité est une
disposition non ordonnée et sans répétition de p éléments parmi n, il s’agit donc de

combinaisons dont le nombre est donné par :

cr n! (6.44)
" pl(n—p)! '
Ainsi, le nombre de comités possibles de 2 individus choisis au hasard parmi 6 (2 gargons

+ 2 filles + 2 étrangers) est donné par :
card(Q) = Cg =15 (6.45)

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de gargons dans le comité et Y
la variable aléatoire représentant le nombre de filles dans le comité. Ces deux variables
peuvent prendre les valeurs {0, 1,2} chacune.
Désignons par C, ,, un comité comportant n garcons et m filles. Cela correspond au
couple (X =n,Y =m).

1. Distribution du couple (X,Y) et distributions marginales de X et de Y :

La probabilité du couple (X = n,Y = m) est donnée par :

card(Cyp.m)

card(f2) (6.46)

P(Cpm) =

Nous avons déja calculé card(?) dans (6.64). Il reste a calculer card(Cy, ) pour

n,m € {0,1,2} comme suit :

card(Copo) = CICI0s =1 x1x1=1 (6.47)
card(Coq) = CIC3Cy =1x2x2=4 (6.48)
card(Coo) = CIC3CT =1 x1x1=1 (6.49)
card(C1o) = C3CICs =2 x1x2=4 (6.50)
card(Cy 1) = C30309 =2 x2x1=4 (6.51)
card(Cy) = C3CICT =1 x1x1=1 (6.52)

Exemple : Cj ; est un comité ne comportant aucun gargon parmi les deux candidats
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masculins (C9) ET une fille parmi les deux candidates féminines (C3) ET pour
compléter le comité, il faut choisir les 2 candidats qui manquent parmi les deux
candidats étrangers (C3), soit CYC1C2 =1 x 2 x 1 = 2 possibilités.

L’application de (6.65) pour n,m € {0, 1,2} donne la distribution du couple (X,Y’) :

X\Y| o0 1 2 b

0 | 1/15 | 4/15 | 1/15 | 6/15

1 | 4/15 | 4/15| 0 |8/15

2 | 1/15| 0 0 |1/15

v | 6/15 | 8/15 | 1/15 | 1

Les distributions marginales de X et de Y sont lues dans les marges du tableau

ci-dessus :
v | P(X =2) y | Pv =)
0 6/15 0 6/15
1 8/15 1 8/15
2 1/15 2 1/15
by 1 ) 1

2. Covariance cov(X,Y) et coefficient de corrélation linéaire p(X,Y) :

La covariance entre les variables aléatoire X et Y est donnée par :

cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)=4/5—-1x1=—-1/5 (6.53)
3
E(X)=> xP(z;) =1 (6.54)
i=1
3
E(Y)= ZyjP(yj) =1 (6.55)
" 3 3
E(XY) = Z Z xyy; P(xi, y;) = 4/5 (6.56)

Le coefficient de corrélation linéaire p(X,Y") entre les variables aléatoire X et Y est

donné par :
cov(X,Y) -1/5

VIV VRV

p(X,Y) ~1/2 (6.57)
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avec

B(X?%) = ix?P(xi) =17/5 (6.58)
1:1
E(Y?) =) yiP(y;) =1/5 (6.59)
j=1
V(X)=E(X?*-E*X)=7/5-1>=2/5 (6.60)
VIY)=EY?) -E*Y)=7/5-1>=2/5 (6.61)
iy Pzay) | 0] 1 [ 2] =
0 0 0 0 -
1 0(4/15 0| -
2 0 0 0 -
) - - |- |45
@i | P(zi) | ziP(xi) | 27 P(x:) vi | PWi) | viPi) | viP(ys)
0| 6/15 0 0 0| 6/15 0 0
1| 8/15 | 8/15 8/15 1| 8/15 | 8/15 8/15
2 | 1/15 | 2/15 4/15 2 | 1/15 | 2/15 4/15
b 1 1 12/15 b 1 1 12/15
Interprétation : Un coefficient de corrélation linéaire négatif (p(X,Y) = —1/2)

signifie qu’il y a une relation linéaire inverse entre les variables aléatoires X et Y.
Si le nombre de garcons dans le comité augmente, le nombre de filles baisse et vice

versa.

Exercice 51 :

On veut désigner un groupe de 2 représentants des étudiants a un forum international.
Les candidats sont : 2 filles, 2 garcons et 2 étrangers. Soit :
X : variable aléatoire désignant le nombre de garcons retenus dans le groupe. Y : variable

aléatoire désignant le nombre d’étrangers retenus dans le groupe.
1. Calculer la loi du couple aléatoire (X,Y);
. Calculer les distributions marginales de X et de Y.
. Calculer les distributions conditionnelles suivantes : X|Y =2 et Y|X =1;

. Calculer cov(X,Y) et p(X,Y). Interpréter;

Tt s W N

. X et Y sont-elles indépendantes 7
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Solution :
Pour former un groupe de 2 représentants des étudiants, on doit les choisir parmi 2

garcons, 2 filles et 2 étrangers qui ont tous la méme probabilité d’étre sélectionné :

Garcon | Fille | Etranger

Garcon | Fille | Etranger

Cette situation d’équiprobabilité nous autorise a calculer la probabilité d’un événement

FE selon la formule suivante :
card(E)

o)

(6.62)

ou () désigne I'univers des possibilités. Un représentant ne peut étre sélectionné qu’une
seule fois et peu importe 'ordre dans lequel il est choisi. Par conséquent, un groupe de
représentants est une disposition non ordonnée et sans répétition de p éléments parmi n,

il s’agit donc de combinaisons dont le nombre est donné par :

cp n! (6.63)
" pl(n—p)! '
Ainsi, le nombre de groupes possibles de 2 étudiants choisis au hasard parmi 6 (2 gargons

+ 2 filles + 2 étrangers) est donné par :
card(Q) = Cg =15 (6.64)

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de garcons dans le groupe et Y la
variable aléatoire représentant le nombre d’étrangers dans le groupe. Ces deux variables
peuvent prendre les valeurs {0, 1,2} chacune.
Désignons par G, , un groupe comportant n garcons et m étrangers. Cela correspond au
couple (X =n,Y =m).
1. Loi du couple aléatoire (X,Y) :
La probabilité du couple (X =n,Y = m) est donnée par :

card(Gp,m)

P(Gnm) = card(Y)

(6.65)

Nous avons déja calculé card(£2) dans (6.64). Il reste & calculer card(Gy, ) pour
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n,m € {0,1,2} comme suit :

card(Goo) = C90C3C3 =1x1x1=1
card(Go1) = C903Cs =1 x 2 x2=4
card(Go o) = C90309 =1x1x1=1
card(G19) = C3CICy =2x1x2=4
card(Gy 1) = C303C) =2 x 2 x 1 =4
card(Ga) = C30909 =1x1x1=1

6.66
6.67
6.68
6.69
6.70

(
(
(
(
(
(6.71

)
)
)
)
)
)

Exemple : Gy ; est un groupe ne comportant aucun garcon parmi les deux étudiants

masculins (C9) ET un étranger parmi les deux étrangers (C3) ET pour compléter

le groupe, il faut choisir les 2 représentants qui manquent parmi les deux filles (C3),
soit CY9C3C3 =1 x 2 x 1 = 2 possibilités.
L’application de (6.65) pour n,m € {0,1,2} donne la distribution du couple (X,Y) :

X\Y | 0 1 2 ¥
0 | 1/15 | 4/15 | 1/15 | 6/15
1 | 4/15 | 4/15 | 0 | 8/15
2 | 1/15| 0 0 |1/15
v | 6/15 | 8/15 | 1/15 | 1

2. Distributions marginales de X et de Y :

Les distributions marginales de X et de Y sont lues dans les marges du tableau

ci-dessus :

z | P(X =1
0 6/15

1 8/15

2 1/15
by 1

y | P(Y =y)
0 6/15

1 8/15

2 1/15
D 1

3. Distributions conditionnelles de X|Y =2et de Y|X =1:
— Distribution conditionnelle XY =2 :

La probabilité conditionnelle P(X|Y = 2) est donnée par la formule de Bayes

suivante :

PX|Y =2) =

P(X =2;,Y =2)

P(Y =2)

, Va; € {0,1,2}

(6.72)

ou P(X = z;,Y = 2) est la probabilité du couple (X = z;,Y = 2) |, Va; €
{0,1,2} et P(Y = 2) la probabilité marginale de Y = 2. L’application de cette
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formule donne la distribution conditionnelle de X|Y = 2 suivante :

v | P(X=mi|Y =2) = P(X =2, Y = 2)/P(Y = 2)
0 (1/15)/(1/15)=1

1 0/(1/15)=0

2 0/(1/15)=0

2 1

— Distribution conditionnelle Y| X =1 :
La probabilité conditionnelle P(Y|X = 1) est donnée par la formule de Bayes

suivante :
P(X =1,Y =vy;)

P(X=1)
ou P(X = 1,Y = y;) est la probabilité du couple (X = 1Y = y;) , Vy; €
{0,1,2} et P(X = 1) la probabilité marginale de X = 1. L’application de cette

formule donne la distribution conditionnelle de Y|X = 1 suivante :

PY|X =1) =

. vy, € {0,1,2} (6.73)

yi | PY =yl X =1)=P(X =1Y =y;)/P(X =1)
0 (4/15)/(8/15)=1/2

1 (4/15)/(8/15)=1/2

2 0/(8/15)=0

5 1

4. Covariance cov(X,Y) et coefficient de corrélation linéaire p(X,Y) :

La covariance entre les variables aléatoire X et Y est donnée par :

cou(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) =4/5 - 1x 1= —1/5 (6.74)
avec
3
=Y wiP(a) =1 (6.75)
;1
= ZyjP(yj) =1 (6.76)
" 3 3
= > wiyiPlaiy) = 4/5 (6.77)
i=1j=1

Le coefficient de corrélation linéaire p(X,Y") entre les variables aléatoire X et Y est

donné par :
ov(X,Y —-1/5

VVEOVVY)  V2/5v2/5

163
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avec

B(X?) = ix?P(xi) =7/5 (6.79)
i?
E(Y?) = Z;y]zp(y]) =7/5 (6.80)
V(X) = /;(X2) ~E*X)=17/5-1*=2/5 (6.81)
VIY)=EY?) -E*Y)=7/5-1>=2/5 (6.82)
iy Plei,y;) | 0] 1 | 2] %
0 0 0 0 -
1 0|4/15 0| -
2 0 0 0 -
by - - - | 4/15
zi | P(zi) | @iP(z:) | afP(xi) yi | Pyi) | viP(ys) | viP(y;)
0 6/15 0 0 0 6/15 0 0
1| 8/15 8/15 8/15 1| 8/15 8/15 8/15
2 | 1/15 2/15 4/15 2 | 1/15 2/15 4/15
% 1 1 12/15 b)) 1 1 12/15

5. Dépendance de X et Y :
Un coefficient de corrélation linéaire négatif (p(X,Y’) = —1/2) signifie qu’il y a une
relation linéaire inverse entre les variables aléatoires X et Y. Si le nombre de garcons
dans le comité augmente, le nombre d’étrangers baisse et vice versa. Les variables

aléatoires X et Y sont donc dépendantes.

Exercice 52 :

On veut désigner deux représentants des étudiants a un forum international. Les candidats
sont : deux filles, deux garcons et un étranger. Soit :
X : variable aléatoire désignant le nombre de garcons retenus dans le groupe. Y : variable

aléatoire désignant le nombre de filles retenues dans le groupe.
1. Calculer la loi du couple aléatoire (X,Y)?
2. Calculer les distributions marginales de X et de Y ;
3. Calculer les distributions conditionnelles suivantes : X|Y =2 et Y|X =1;

4. Calculer cov(X,Y) et p(X,Y). Interpréter.
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5. X et Y sont-elles indépendantes ?

Solution :
Les 2 représentants des étudiants a un forum international sont choisis au hasard dans
un groupe d’étudiants comportant 2 filles, 2 garcons et 1 étranger. Ils ont tous la méme

probabilité d’étre sélectionné :

Fille | Fille | Gargon | Garcon Etranger

Cette situation d’équiprobabilité nous permet de calculer la probabilité d’un événement

F selon la formule suivante :
card(E)

P(E) = card(2)

(6.83)

ou 2 désigne I'univers des possibilités. Un candidat ne peut étre sélectionné qu’un seule
fois et peu importe 'ordre dans lequel il est choisi. Par conséquent, les candidats désignés
constituent une disposition non ordonnée et sans répétition de p éléments parmi n, il

s’agit de combinaisons dont le nombre est donné par :

cr n! (6.84)
" pl(n—p)! '
Ainsi, le nombre de dispositions possibles de 2 éléments parmi 5 (2 filles + 2 garcons +
1 étranger) est donné par :

card(Q) = C2 = 10 (6.85)

Notons respectivement X et Y le nombre de garcons et le nombre de filles retenues dans
le groupe. Ces deux variables peuvent prendre les valeurs {0, 1,2} chacune.
Désignons par Gy, ,; un groupe comportant n garcons et m filles. Cela correspond au
couple (X = z;,Y = y;).
1. Loi du couple aléatoire (X,Y) :
La probabilité du couple (X = x;,Y = y;) est donnée par :

card(Gy, y;)

P(Gai;) = card(Q)

(6.86)

Nous avons déja calculé card(f2) dans (6.85). Il reste a calculer card(Gy, ;) pour

zi,y; € {0,1,2} comme suit :

card(Go 1) = C9C3C =1x2x1=2 (6.87)
card(Gpo) = CYC3CY =1x1x1=1 (6.88)
card(G1) = C3C9CT =2x1x1=2 (6.89)
card(Gy1) = C3C3CY =2x2x1=4 (6.90)
card(Gag) = C3CICY =1x1x1=1 (6.91)
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Exemple : card(Gp1) est un groupe ne comportant aucun gargon parmi les deux
candidats masculins (C9) ET une fille parmi les deux candidates féminines (C3)
ET pour compléter le groupe, il faut choisir I'individu qui manque parmi I'unique
étranger disponible (C}), soit CICICT = 1 x 2 x 1 = 2 possibilités.

En appliquant (6.86), on obtient la probabilité du couple (X = z;,Y = y;) , Vz,,y; €
{0,1,2} :

0 0 | 2/10 | 1/10 | 3/10

1 2/10 | 4/10 | 0 | 6/10

2 1/10 | © 0 | 1/10

x| 3/10 | 6/10 | 1/10 | 1

2. Distributions marginales de X et de Y :

Les distributions marginales de X et de Y sont lues dans les marges du tableau

précédent :
zi | P(X =) y; | PY =y;)
0 3/10 0 3/10
1 6/10 1 6/10
2 1/10 2 1/10
DX 1 b 1

3. Distributions conditionnelles X|Y =2 et Y|X =1
— Distribution conditionnelle XY =2 :
La probabilité conditionnelle P(X|Y = 2) est donnée par la formule de Bayes

suivante :

P(X =x;,,Y =2)
P(Y = 2)

ou P(X = z;,Y = 2) est la probabilité du couple (X = z;,Y = 2) , Vz; €

{0,1,2} et P(Y = 2) la probabilité marginale de Y = 2. L’application de cette

formule donne la distribution conditionnelle de X|Y = 2 suivante :

PX|Y =2) =

, Va; €{0,1,2} (6.92)

2 | P(X=m|Y =2) = P(X =2,,Y =2)/P(Y =2)
0 (1/10)/(1/10)=1

1 0/(1/10)=0

2 0/(1/10)=0

2 1
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— Distribution conditionnelle Y| X =1 :
La probabilité conditionnelle P(Y|X = 1) est donnée par la formule de Bayes

suivante :

PY|X =1) =

P(X =1Y =y;)
P(X=1)

5 Vyﬁ € {07172}

(6.93)

ou P(X = 1,Y = y;) est la probabilité du couple (X = 1,Y = y;) , Vy; €
{0,1,2} et P(X = 1) la probabilité marginale de X = 1. L’application de cette

formule donne la distribution conditionnelle de Y|X = 1 suivante :

y; | POV =X =1) = P(X = 1,Y = y,)/P(X = 1)
0 (2/10)/(6/10)=1/3

1 (4/10)/(6/10)=2/3

2 0/(6/10)=0

% 1

4. Covariance et coefficient de corrélation linéaire :

o Covariance cov(X,Y) :

avec

2 4 4
cov(X,Y) = B(XY) - B(X)E(Y) = £ — = x = =
3
E(X) =) ;P(X =x;) =4/5
=1
3
E(Y)= Z?JJP(Y =y;) =4/5
j=1
3
E(XY)=> > azy;P(X = ;)Y =y;) =2/5
i=1 j=1
ziy; P(X =z;,Y =y;) | O 1 2] X
0 0 0 0 -
1 01]4/10 0] -
2 0 0 0 -
by - - -2
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@i | P(X =) | 2iP(X =) | efP(X =2y | PY =v;) | iP(Y =y5) | y7P(Y =y;)
0 3/10 0 0 3/10 0 0
1 6/10 6/10 6/10 | | 6/10 6/10 6/10
2 1/10 2/10 8/10 | 2 1/10 2/10 8/10
) 1 4/5 7/5 | ¥ 1 4/5 7/5
o Coefficient de corrélation linéaire p(X,Y) :
XY 2
pxyy = T O O (g
VV(X)/V(Y) V/19/25,/19/25 19
avec
V(X)=E(X?) - E*X) = T_(2 g 19 (6.99)
- 5 \5) 25 '
74\ 19
_ 2\ 2 N _ =Y
V(Y)=E(Y?)— E*(Y) 5 (5> 5 (6.100)

5. Dépendance de X et Y :

Le coefficient de corrélation linéaire étant différent de zéro, on conclut que les va-
riables aléatoires X et Y sont dépendantes. Plus précisément, il y a un corrélation
linéaire décroissante entre ces deux variables aléatoires. Si I'une augmente, 'autre

baisse et vice versa.

Exercice 53 :
On distribue quatre étudiants inscrits en retard dans deux groupes de TD (A et B). On
note X le nombre d’étudiants affectés au groupe A et Y le nombre d’étudiants affectés

au groupe B.
1. Calculer la distribution du couple (X,Y);
2. Calculer les distributions marginales de X et Y';

3. Calculer cov(X,Y) et le coefficient de corrélation p(X,Y"). Interpréter.

Solution :

On veut affecter les 4 étudiants inscrits en retard a deux groupes de TD : le groupe A et
le groupe B. Soit X la variable aléatoire représentant le nombre d’étudiants affectés au
groupe A, elle peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 ou 4 et Y la variable aléatoire représentant
le nombre d’étudiants affectés au groupe B, elle peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 ou 4.
On note au passage que X +Y = 4 puisque la somme des étudiants affectés au groupe A
et ceux affectés au groupe B est égale au nombre total des étudiants inscrits en retard, 4

en 'occurrence.
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Dans un premier temps, on commence par tirer au hasard le groupe auquel on va affecter
le premier étudiant, il y a une probabilité de 1/2 de choisir le groupe A et une probabilité
de 1/2 de choisir le groupe B. Ensuite, on choisit au hasard un étudiant parmi les 4 qu’on
affectera au groupe qu’on a tiré au hasard. Dans un deuxieéme temps, on tire au hasard
une deuxieme fois le groupe auquel on va affecter le deuxieme étudiant, on a toujours la
méme probabilité 1/2 de tirer un groupe de TD ou l'autre. Puis, on choisit au hasard un
étudiant parmi les 3 qui restent et qu’on va affecter au groupe qu’on vient de tirer au
hasard et ainsi de suite jusqu’au dernier étudiant.
Formellement, supposons par exemple que les deux premiers étudiants seront affectés au
groupe A et les 2 qui restent au groupe B. Cela correspond au couple (X = 2Y = 2).
On peut procéder comme suit :
1. Tirer le groupe A la premiére fois avec une probabilité 1/2 ET lui affecter 1 étudiant
parmi les 4 disponibles, soit C} = 4 possibilités (% x C});
2. ET tirer le groupe A une deuxiéme fois avec une probabilité 1/2 ET lui affecter 1
étudiant parmi les 3 qui restent, soit C3 = 3 possibilités (% x C1);
3. ET tirer le groupe B une premiére fois avec une probabilité 1/2 ET lui affecter 1
étudiant parmi les 2 qui restent, soit C4 = 2 possibilités (% x C3);
4. ET tirer le groupe B une deuxiéme fois avec une probabilité 1/2 ET lui affecter le
seul étudiant qui reste, soit C’l1 = 1 possibilité (% X C’ll)
Attention ! Procéder de cette maniere peut laisser entendre que les étudiants sont numéro-
tés auquel cas affecter I’étudiant numéro 1 en premier et I’étudiant numéro 2 en deuxieme
est une disposition différente d’affecter I’étudiant numéro 2 en premier et ’étudiant nu-
méro 1 en deuxieme. Or, rien dans ’énoncer n’indique que les étudiants sont numérotés
et peu importe quel étudiant est affecté en premier ou en deuxieme lieu. Il faut donc en
tenir compte dans le calcul des probabilités.

La probabilité du couple (X = 2,Y = 2) peut donc s’écrire :

1ol x1lx(ol Lol x iyl
13()(:2,5/:2):[2>< 4;2X 3}x[2x Q;ZX 1} (6.101)
Grou[;e A Group')e B
1\° cich 1\° cict
- l<2> o |~ (2) 21 (6.102)

Les dénominateurs 2! et 2! sont respectivement le nombre de permutations de 2 et de
2 ¢éléments discernables. Ils sont introduits pour omettre 'ordre dans 'affectation des 2
étudiants au groupe A (premiers crochets) et dans 'affectation des 2 étudiants au groupe
B (derniers crochets).

Notons que I'on peut aisément vérifier les résultats suivants :

clcl
2!

cict
22! L -2 (6.103)

=3
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On peut donc écrire :

1\° 1\?
P(X =2Y =2)= K2> C?| x [(2> C3 (6.104)
ou encore :
1 2 1 4-2
P(X =2Y =2)= <2> Cc? <2> Cy 2 (6.105)

Plus généralement, si I'on affecte au groupe A un nombre n < 4 d’étudiants, alors on a :
1 n 1 4—n
P(X=nY=4—n)= (2> cy <2> o n (6.106)

1. En utilisant cette formule générale, on peut calculer la distribution du couple (X,Y").

Les résultats sont fournis dans le tableau ci-dessous :

X\Y | o0 1 2 3 4 %
0 0 0 0 0 |1/16 | 1/16
1 0 0 0 |4/16 | 0 | 4/16
2 0 0 |6/16| 0 0 |6/16
3 0 |4/16| o0 0 0 |4/16
4 1/16 | 0 0 0 0 |1/16
b 1/16 | 4/16 | 6/16 | 4/16 | 1/16 | 1

2. Distributions marginales de X et de Y :

Les distributions marginales sont lues sur les marges du tableau précédent :

z | P(X =2) y | PY =y)
0 1/16 0 1/16

1 4/16 1 4/16

2 6/16 2 6/16

3 4/16 3 4/16

4 1/16 4 1/16
b 1 ) 1

3. Calcul de la covariance cov(X,Y") et du coefficient de corrélation p(X,Y) :

La covariance entre les variables aléatoires X et Y est donnée par :

cov(X,Y) = BE(XY) — E(X)E(Y) (6.107)
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avec :

E(XY) =) wwy;P(w:,y;)

(6.108)
i=1 j=1
5
E(X)=> x;P(x;) (6.109)
i:l
E(Y) =) y;Py;) (6.110)
j=1
Espérances mathématiques F(X) et E(Y) :
zi | Plai) | @iP(x:) | 2f.P(zi) i | Plys) | vi-Plys) | v5-P(y;)
0| 1/16 0 0 0| 1/16 0 0
1 4/16 4/16 4/16 1 4/16 4/16 4/16
2 | 6/16 | 12/16 24/16 2 | 6/16 | 12/16 24/16
3| 4/16 | 12/16 36/16 3| 4/16 | 12/16 36/16
4 1/16 4/16 16/16 4 1/16 4/16 16/16
DY 1 2 5 Y 1 2 5
5 5
E(X)=> x;.P(z;) =2 E(Y)=> y;.Ply;) =2 (6.111)
i=1 j=1
Il reste a calculer E(XY') dans le tableau suivant :
ziy; P(ziy;) | 0] 1 2 >
0 0| o 0 0] -
1 0 0 0 12/16 | 0 | -
2 0| o |24/16 0] -
3 0 | 12/16 0 0| -
4 0 0 0 01 -
b S - -3
Ainsi, E(XY') = 3 et subséquemment :
cov(X,Y)=3—-2x2 (6.112)
=-1 (6.113)
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Enfin, le coefficient de corrélation linéaire entre les variables aléatoires X et Y est

donné par : : )
cov(X,Y
p(X,)Y) = W (6.114)
Or, les variances V(X) et V(Y) sont :
5
V(X) = B(X*) = E*(X) =) aj P(w;) —2° =5 -4 = (6.115)
7,5:1
V(Y)=E(Y?) - E*(Y)=> y}.Py;) —2°=5-4=1 (6.116)
Il en résulte :
-1
p(X,Y) = NOR (6.117)
=-1 (6.118)

Interprétation : Un coefficient de corrélation linéaire égal a -1 signifie que les
variables aléatoires X et Y sont parfaitement inversement corrélées, c’est a dire si

I'une augmente 'autre baisse dans les mémes proportions et vice versa.

Exercice 54 :

On distribue 5 étudiants inscrits en retard dans deux groupes A et C. On note X le

nombre d’étudiants affectés au groupe A et Y le nombre d’étudiants affectés au groupe

C.
1. Calculer la distribution du couple (X,Y);
2. Calculer les distributions marginales de X et Y';

3. Montrer qu’on peut calculer ces distributions marginales sans passer par la distri-
bution du couple (X,Y).

4. Calculer cov(X,Y) et le coefficient de corrélation p(X,Y"). Interpréter.

Solution :

On veut affecter les 5 étudiants inscrits en retard a deux groupes A et B. Soit X la variable
aléatoire représentant le nombre d’étudiants affectés au groupe A, elle peut prendre les
valeurs 0, 1, 2, 3, 4 ou 5 et Y la variable aléatoire représentant le nombre d’étudiants
affectés au groupe C, elle peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4 ou 5. On note au passage
que X +Y = 5 puisque la somme des étudiants affectés au groupe A et ceux affectés au
groupe C est égale au nombre total des étudiants inscrits en retard, 5 en 'occurrence.
Dans un premier temps, on commence par tirer au hasard le groupe auquel on va affecter

le premier étudiant, il y a une probabilité de 1/2 de choisir le groupe A et une probabilité
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de 1/2 de choisir le groupe C. Ensuite, on choisit au hasard un étudiant parmi les 5 qu’on
affectera au groupe qu’on a tiré au hasard. Dans un deuxieme temps, on tire au hasard
une deuxieme fois le groupe auquel on va affecter le deuxiéme étudiant, on a toujours la
méme probabilité 1/2 de tirer le groupe A ou le groupe C. Puis, on choisit au hasard un
étudiant parmi les 4 qui restent et qu’on va affecter au groupe qu’on vient de tirer au
hasard et ainsi de suite jusqu’au dernier étudiant.
Formellement, supposons par exemple que les deux premiers étudiants seront affectés au
groupe A et les 3 qui restent au groupe C. Cela correspond au couple (X = 2,Y = 3).
On peut procéder comme suit :
1. Tirer le groupe A la premiére fois avec une probabilité 1/2 ET lui affecter 1 étudiant
parmi les 5 disponibles, soit C} = 5 possibilités (% x C1);
2. ET tirer le groupe A une deuxiéme fois avec une probabilité 1/2 ET lui affecter 1
étudiant parmi les 4 qui restent, soit C} = 4 possibilités (% x C});
3. ET tirer le groupe C une premiére fois avec une probabilité 1/2 ET lui affecter 1
étudiant parmi les 3 qui restent, soit Ci = 3 possibilités (% x C3);
4. ET tirer le groupe C une deuxiéme fois avec une probabilité 1/2 ET lui affecter 1
étudiant parmi les 2 qui restent, soit C3 = 2 possibilités (3 x C3);
5. ET tirer le groupe C une troisiéme fois avec une probabilité 1/2 ET lui affecter le
seul étudiant qui reste, soit C{ = 1 possibilité (3 x C1).
Attention ! Procéder de cette maniere peut laisser entendre que les étudiants sont numéro-
tés auquel cas affecter I’étudiant numéro 1 en premier et I’étudiant numéro 2 en deuxieme
est une disposition différente d’affecter I’étudiant numéro 2 en premier et ’étudiant nu-
méro 1 en deuxieme. Or, rien dans I’énoncé n’indique que les étudiants sont numérotés
et peu importe quel étudiant est affecté en premier ou en deuxieme lieu. Il faut donc en
tenir compte dans le calcul des probabilités.

La probabilité du couple (X = 2,Y = 3) peut donc s’écrire :

Lxcixixcl Lxclxixcilxol
P(X:2,Y:3):{2>< 5;2X 4]x[2x 3X23>'< 23 X 1] (6.119)
Groul;e A Group')e C

1\° cict 1\* ciclc?
- l(2> 2!41 X l(2> 327 3!2 ! (6.120)

Les dénominateurs 2! et 3! sont respectivement le nombre de permutations de 2 et de
3 éléments discernables. Ils sont introduits pour omettre 'ordre dans 'affectation des 2
étudiants au groupe A (premiers crochets) et dans 'affectation des 3 étudiants au groupe
C (derniers crochets).

Notons que I'on peut aisément vérifier les résultats suivants :

%o,
2!

C3C3CT _

3! 3

=C? (6.121)

173



On peut donc écrire :

ou encore :

(5) e

1

(6.122)

(6.123)

Plus généralement, si I'on affecte au groupe A un nombre n < 5 d’étudiants, alors on a :

HX:mY=5—m:(

) e

1

2

5—n

5—n
) C5—n

(6.124)

1. En utilisant cette formule générale, on peut calculer la distribution du couple (X,Y").

Les résultats sont fournis dans le tableau ci-dessous :

X\Y | o0 1 2 3 4 5 b
0 0 0 0 0 0 |1/32] 1/32
1 0 0 0 0 |[5/32| 0 | 5/32
2 0 0 0 [10/32] 0 0 | 10/32
3 0 0 |10/32| o0 0 0 | 10/32
4 0 [5/32] o0 0 0 0 | 5/32
5 1/32 | 0 0 0 0 0 | 1/32
b 1/32 | 5/32 | 10/32 | 10/32 | 5/32 | 1/32 | 1

2. Distributions marginales de X et de Y :

Les distributions marginales sont lues sur les marges du tableau précédent :

z | P(X=1)
0 1/32

1 5/32

2 | 10/32
3| 10/32
4 5/32

5 1/32
% 1

y | P(Y =y)
0 1/32

1 5/32

2 | 10/32
3| 10/32
4 5/32

5 1/32
) 1

3. Les distributions marginales de X et Y peuvent se calculer sans passer par la distri-
bution du couple (X,Y) car selon la formule (6.225) la probabilité du couple (X,Y)
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est entierement déterminée par le nombre n d’étudiants affectés au groupe A tandis
que le nombre 5 —n d’étudiants affectés au groupe C n’intervient qu’indirectement.

On peut donc écrire :
1 n . 1 5—n o
P(X =n)= 3 Ct 3 czy (6.125)

De la méme maniere, comme X +Y =5, on en déduit que Y =5—-X. Si X =n

alorsY =5—n=m. Dou:

P(Y =m) = (;) cem (;) cm (6.126)

. Calcul de la covariance cov(X,Y") et du coefficient de corrélation p(X,Y) :

La covariance entre les variables aléatoires X et Y est donnée par :

cou(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) (6.127)
6 6
E(XY) =" ziy;P(wi,y;) (6.128)
i=1 j=1
6
B(X) =Y a;P(x;) (6.129)
:1
E(Y)= Zyjp(yj) (6.130)

Espérances mathématiques E(X) et E(Y) :

wi | Px) | i Plas) | ofP(a) yi | Plys) | vi-Pys) | vi-P(ys)
0 1/32 0 0 0 1/32 0 0

1| 5/32 | 5/32 5/32 1| 5/32 | 5/32 5/32

2 | 10/32 | 20/32 | 40/32 2 | 10/32 | 20/32 | 40/32
3 | 10/32 30/32 90/32 3 | 10/32 30/32 90/32
4 5/32 20/32 80/32 4 5/32 20/32 80/32
5 1/32 | 5/32 25/32 5 | 1/32 | 5/32 25/32
b)) 1 2.5 7.5 b 1 2.5 7.5
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6 6
(X) =D _i.P(xi) =25 E(Y)=> y;.Ply;) =25 (6.131)
i=1 =

11 reste a calculer E(XY') dans le tableau suivant :

z:y; P(zi,y;) | O 1 2 3 4 5| %
0 0 0 0 0 0 01 -
1 0 0 0 0 20/32 | 0 | -
2 0 0 0 60/32 0 01 -
3 0 0 60/32 0 0 01 -
4 0| 20/32 0 0 0 0] -
5 0 0 0 0 0 01 -
5 N - - ; - |-

Ainsi, E(XY) =5 et subséquemment :

cov(X,Y)=5-25x2.5 (6.132)
= —1.25 (6.133)

Enfin, le coefficient de corrélation linéaire entre les variables aléatoires X et Y est

donné par :
p(X,¥) = <X Y) (6.134)
V(X).\/V(Y)
Or, les variances V(X) et V(Y) sont :
V(X) = EB(X?) - Zx P(x;) — (25 =75-625=125 (6.135)
1=1
V(Y)=E(Y?) - Z (25)2=75-625=1.25  (6.136)
Il en résulte :
-1.25
X,Y)= ———— 6.137
PXY) V1.25./1.25 (6.137)
=1 (6.138)

Interprétation : Un coefficient de corrélation linéaire égal a -1 signifie que les

variables aléatoires X et Y sont parfaitement inversement corrélées, c’est a dire si

176



I'une augmente 'autre baisse dans les mémes proportions et vice versa.

Exercice 55 :
Un fournisseur veut vendre six voitures a deux sociétés de transport A et B. On note X

le nombre de voitures achetées par A et Y le nombre de voitures achetées par B.
1. Calculer la distribution du couple (X,Y);
2. Calculer les distributions marginales de X et Y';

3. Montrer qu’on peut calculer ces distributions marginales sans passer par la distri-
bution du couple (X,Y);

4. Calculer cov(X,Y) et le coefficient de corrélation p(X,Y"). Interpréter.

Solution :
Le fournisseur veut vendre ses 6 voitures a deux sociétés de transport A et B. Il ne peut
donc vendre plus de voitures que ce qu’il en a a sa disposition, c’est a dire 6. On suppose
qu’il les vend toutes et qu’il n’en garde aucune.
X est la variable aléatoire représentant le nombre de voitures achetées par la société A.
Elle peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Y est la variable aléatoire représentant
le nombre de voitures achetées par la société B. Elle peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4,
5 ou 6. On note au passage que X +Y = 6 puisque la somme des voitures achetées par la
société A et celles achetées par la société B est égale au nombre de voitures disponibles
chez le fournisseur, 6 en 1’occurrence.
Dans un premier temps, le fournisseur commence par tirer au hasard la société a laquelle
il va vendre la premiére voiture, il a une probabilité de 1/2 de choisir la société A et
une probabilité de 1/2 de choisir la société B. Ensuite, il choisit au hasard une voiture
parmi les 6 qu’il vendra a la société qu’il a tirée au hasard. Dans un deuxiéme temps, le
fournisseur tire au hasard une deuxieme fois la société a laquelle il va vendre la deuxieéme
voiture, il a toujours la méme probabilité 1/2 de tirer 'une ou lautre. Puis, il choisit au
hasard une voiture parmi les 5 qui restent et qu’il va vendre a la société qu’il vient de
tirer au hasard et ainsi de suite jusqu’a la derniere voiture.
Formellement, supposons par exemple que les deux premiéres voitures seront vendues a
la société A et les 4 qui restent a la société B. Cela correspond au couple (X =2,V = 4).
Le fournisseur peut procéder comme suit :

1. Tirer la société A la premiere fois avec une probabilité 1/2 ET la société A choisit

1 voiture parmi les 6 disponibles, soit C4 = 6 possibilités (2 x C¢);
2. ET tirer la société A une deuxiéme fois avec une probabilité 1/2 ET la société A
choisit 1 voiture parmi les 5 qui restent, soit C4 = 5 possibilités (3 x C1);

3. ET tirer la société B une premiére fois avec une probabilité 1/2 ET la société B

choisit 1 voiture parmi les 4 qui restent, soit C} = 4 possibilités (% x C});
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4. ET tirer la société B une deuxieéme fois avec une probabilité 1/2 ET la société B

choisit 1 voiture parmi les 3 qui restent, soit C§ = 3 possibilités (3 x C3);
5. ET tirer la société B une troisiéme fois avec une probabilité 1/2 ET la société B
choisit 1 voiture parmi les 2 qui restent, soit Ca = 2 possibilités (% x C3);
6. ET tirer la société B une quatriéme fois avec une probabilité 1/2 ET la société B
choisit 1'unique voiture qui reste, soit C{ = 1 possibilité (1 x C{).
Attention! Procéder de cette maniere peut laisser entendre que les voitures sont numéro-
tées auquel cas vendre la voiture numéro 1 en premier et la voiture numéro 2 en deuxieme
est une disposition différente de vendre la voiture numéro 2 en premier et la voiture nu-
méro 1 en deuxieme. Or, rien dans I’énoncer n’indique que les voitures sont numérotées
et peu importe quelle voiture est vendue en premier ou en deuxieme lieu. Il faut donc en
tenir compte dans le calcul des probabilités.

La probabilité du couple (X = 2,Y = 4) peut donc s’écrire :

r1 1 1 1 1 1
P(X =2,y —4) = QXC’(}XQXC;}X{QxCix2xC§x2><C21><2xCll

2! 4!
) Société A Société B
(6.139)
[/1\? ciol 1\* cicicicl
_ (2) | (2) GO (6.140)

Les dénominateurs 2! et 4! sont respectivement le nombre de permutations de 2 et de 4
éléments discernables. Ils sont introduits pour omettre 'ordre dans la vente des 2 voitures
a la société A (premiers crochets) et dans la vente des 4 voitures a la société B (derniers
crochets).

Notons que I'on peut aisément vérifier les résultats suivants :

1,1
062'05 =C3 (6.141)
cicicict
432 1!2 L=} (6.142)

On peut donc écrire :

P(X =2Y =4)= l(;)Q C? (6.143)

ou encore :

1 2 1 6—2
P(X =2Y =4) = <2> C3 <2) ce—3 (6.144)
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Plus généralement, si la société A acheéte un nombre n < 6 de voitures, alors on a :

1 n 1 6—n

6—n
6—n

(6.145)

1. En utilisant cette formule générale, on peut calculer la distribution du couple (X,Y).

Les résultats sont fournis dans le tableau ci-dessous :

X\Y | 0 1 2 3 4 5 6 b
0 0 0 0 0 0 0 | 1/64 | 1/64
1 0 0 0 0 0 |6/64] 0 | 6/64
2 0 0 0 0 | 15/64 | 0 0 | 15/64
3 0 0 0 [20/64| 0 0 0 | 20/64
4 0 0 | 15/64| 0 0 0 0 | 15/64
5 0 |6/64| 0O 0 0 0 0 | 6/64
6 1/64 | 0 0 0 0 0 0 | 1/64
b 1/64 | 6/64 | 15/64 | 20/64 | 15/64 | 6/64 | 1/64 | 1

2. Distributions marginales de X et de Y :

Les distributions marginales sont lues sur les marges du tableau précédent :

z | P(X =1
0 1/64

1 6,64

2| 15/64
3| 20/64
4] 15/64
5| 6/64

6 1/64
by 1

y | P(Y =y)
0 1/64

1 6/64

2 | 15/64
3| 20/64
4| 15/64
5 6/64

6 1/64
D 1

3. Les distributions marginales de X et de Y peuvent se calculer sans passer par la

distribution du couple (X,Y’) car selon la formule (6.225) la probabilité du couple

(X,Y) est entierement déterminée par le nombre n de voitures achetées par la société

A tandis que le nombre 6 — n de voitures achetées par la société B n’intervient
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qu’indirectement. On peut donc écrire :

P(X =n) = (;) ' cp @) o cgr (6.146)

De la méme maniére, comme X +Y = 6, on en déduite que Y =6 — X. Si X =n

alorsY =6 —n =m. D'ou :

1 6—m 1 m
P(Y =m) = <2) cegm (2> cm (6.147)

. Calcul de la covariance cov(X,Y") et du coefficient de corrélation p(X,Y) :

La covariance entre les variables aléatoires X et Y est donnée par :

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) (6.148)
avec :
77
E(XY) = sziyjp(xhyj) (6.149)
i=1 j=1
7
E(X)=> x;P(x;) (6.150)
i=1
7
E(Y) =Y 5 P(y)) (6.151)
j=1
Espérances mathématiques F(X) et E(Y) :
zi | Px;) | @iP(xi) | 7.P(z;) yi | Ply;) | vi-Py) | y7-P(y;)
0 1/64 0 0 0 1/64 0 0
1| 6/64 | 6/64 6,64 1| 6/64 | 6/64 6/64
2 | 15/64 30/64 60/64 2 | 15/64 30/64 60/64
3 120/64 | 60/64 | 180/64 3 120/64 | 60/64 | 180/64
4 | 15/64 | 60/64 | 240/64 4 | 15/64 | 60/64 | 240/64
5 6/64 30/64 150/64 5 6/64 30/64 150/64
6 | 1/64 | 6/64 36/64 6 | 1/64 | 6/64 36,64
b)) 1 3 10.5 DX 1 3 10.5
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7 7
E(X)=> x;.P(z;) =3 E(Y)=> y;P(y;) =3 (6.152)
i=1 j=1
11 reste a calculer E(XY') dans le tableau suivant :
ziy; Plzsy;) | 0] 1 2 3 4 5 b
0 0 0 0 0 0 0 -
1 0 0 0 0 0 30/64 -
2 0 0 0 0 120/64 0 -
3 0 0 0 180/64 0 0 -
4 0 0 120/64 0 0 0 -
5 0 | 30/64 0 0 0 0 -
6 0 0 0 0 0 0
> I ] . - - 7.5
Ainsi, E(XY) = 7.5 et subséquemment :
cov(X,Y)=75-3x3 (6.153)
=-1.5 (6.154)

Enfin, le coefficient de corrélation linéaire entre les variables aléatoires X et Y est

donné par :

cov(X,Y)

AN = v

Variances V(X) et V(Y) :

7

V(X)=E(X?) - E*(X) =) a}.P(x;) -3 =105-9=15
7:1

V(Y)=E(Y?) - EX(Y) =Y 42.P(y;) —3*=105-9 =15

—1.5
Vv1.5.4/1.5

=-1
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Interprétation : Un coefficient de corrélation linéaire égal a -1 signifie que les
variables aléatoires X et Y sont parfaitement inversement corrélées, c’est a dire si

I'une augmente 'autre baisse dans les mémes proportions et vice versa.

Exercice 56 :
Un fournisseur de véhicules veut vendre six voitures a deux sociétés de transport A et B.

On note X le nombre de voitures achetées par A et Y le nombre de voitures achetées par
B.

1. Calculer la distribution du couple (X,Y);
2. Calculer les distributions marginales de X et Y;

3. Montrer qu’on peut calculer les distributions marginales sans passer par la distri-
bution du couple (X,Y). En déduire E(X), E(Y), V(X) et V(Y);

4. Calculer cov(X,Y) et le coefficient de corrélation p(X,Y) ? Interpréter.

Solution :

Le fournisseur veut vendre ses 6 voitures a deux sociétés de transport A et B. Il ne peut
donc vendre plus de voitures que ce qu’il en a a sa disposition, c’est a dire 6. On suppose
qu’il les vend toutes et qu’il n’en garde aucune.

X est la variable aléatoire représentant le nombre de voitures achetées par la société A.
Elle peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Y est la variable aléatoire représentant
le nombre de voitures achetées par la société B. Elle peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4,
5 ou 6. On note au passage que X +Y = 6 puisque la somme des voitures achetées par la
société A et celles achetées par la société B est égale au nombre de voitures disponibles
chez le fournisseur, 6 en 1'occurrence.

Dans un premier temps, le fournisseur commence par tirer au hasard la société a laquelle
il va vendre la premiére voiture, il a une probabilité de 1/2 de choisir la société A et
une probabilité de 1/2 de choisir la société B. Ensuite, il choisit au hasard une voiture
parmi les 6 qu’il vendra a la société qu’il a tirée au hasard. Dans un deuxieme temps, le
fournisseur tire au hasard une deuxieme fois la société a laquelle il va vendre la deuxieéme
voiture, il a toujours la méme probabilité 1/2 de tirer I'une ou l'autre. Puis, il choisit au
hasard une voiture parmi les 5 qui restent et qu’il va vendre a la société qu’il vient de
tirer au hasard et ainsi de suite jusqu’a la derniére voiture.

Formellement, supposons par exemple que les deux premiéres voitures seront vendues a
la société A et les 4 qui restent a la société B. Cela correspond au couple (X =2,V = 4).

Le fournisseur peut procéder comme suit :

1. Tirer la société A la premiere fois avec une probabilité 1/2 ET la société A choisit
1 voiture parmi les 6 disponibles, soit C¢ = 6 possibilités (% x C);
2. ET tirer la société A une deuxiéme fois avec une probabilité 1/2 ET la société A

choisit 1 voiture parmi les 5 qui restent, soit C3 = 5 possibilités (% x Ci);
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3. ET tirer la société B une premiére fois avec une probabilité 1/2 ET la société B
choisit 1 voiture parmi les 4 qui restent, soit C} = 4 possibilités (3 x C});
4. ET tirer la société B une deuxiéme fois avec une probabilité 1/2 ET la société B
choisit 1 voiture parmi les 3 qui restent, soit Ci = 3 possibilités (% x C3);
5. ET tirer la société B une troisiéme fois avec une probabilité 1/2 ET la société B
choisit 1 voiture parmi les 2 qui restent, soit Ca = 2 possibilités (% x C3);
6. ET tirer la société B une quatriéme fois avec une probabilité 1/2 ET la société B
choisit 1'unique voiture qui reste, soit C{ = 1 possibilité (1 x C1).
Attention! Procéder de cette maniere peut laisser entendre que les voitures sont numéro-
tées auquel cas vendre la voiture numéro 1 en premier et la voiture numéro 2 en deuxieme
est une disposition différente de vendre la voiture numéro 2 en premier et la voiture nu-
méro 1 en deuxieme. Or, rien dans 1’énoncer n’indique que les voitures sont numérotées
et peu importe quelle voiture est vendue en premier ou en deuxieme lieu. Il faut donc en
tenir compte dans le calcul des probabilités.

La probabilité du couple (X = 2,Y = 4) peut donc s’écrire :

2! 4!

Société A Société B

1
P<X:27Y:4):[§x061x;x051}xFXC’L}X2><C§><§><C21><§><C’11

(6.160)

1\* cict 1\*clcicict
l(z) o |~ <2) 41 (6.161)

Les dénominateurs 2! et 4! sont respectivement le nombre de permutations de 2 et de 4

éléments discernables. Ils sont introduits pour omettre 'ordre dans la vente des 2 voitures
a la société A (premiers crochets) et dans la vente des 4 voitures a la société B (derniers
crochets).

Notons que 'on peut aisément vérifier les résultats suivants :

cicd

62! 2 =(2 (6.162)
cicicict
% =Cy (6.163)

On peut donc écrire :

1\° n\*
P(X=2Y =4)= K2> C3| x l(2> oh (6.164)
ou encore :
1 2 1 6—2
P(X=2Y =4)= (2> cz <2) Cce=3 (6.165)
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Plus généralement, si la société A acheéte un nombre n < 6 de voitures, alors on a :

1 n 1 6—n

6—n
6—n

(6.166)

1. En utilisant cette formule générale, on peut calculer la distribution du couple (X,Y).

Les résultats sont fournis dans le tableau ci-dessous :

X\Y | 0 1 2 3 4 5 6 b
0 0 0 0 0 0 0 | 1/64 | 1/64
1 0 0 0 0 0 |6/64] 0 | 6/64
2 0 0 0 0 | 15/64 | 0 0 | 15/64
3 0 0 0 [20/64| 0 0 0 | 20/64
4 0 0 | 15/64| 0 0 0 0 | 15/64
5 0 |6/64| 0O 0 0 0 0 | 6/64
6 1/64 | 0 0 0 0 0 0 | 1/64
b 1/64 | 6/64 | 15/64 | 20/64 | 15/64 | 6/64 | 1/64 | 1

2. Distributions marginales de X et de Y :

Les distributions marginales sont lues sur les marges du tableau précédent :

z | P(X =1
0 1/64

1 6,64

2| 15/64
3| 20/64
4] 15/64
5| 6/64

6 1/64
by 1

y | P(Y =y)
0 1/64

1 6/64

2 | 15/64
3| 20/64
4| 15/64
5 6/64

6 1/64
D 1

3. Les distributions marginales de X et de Y peuvent se calculer sans passer par la

distribution du couple (X,Y’) car selon la formule (6.225) la probabilité du couple

(X,Y) est entierement déterminée par le nombre n de voitures achetées par la société

A tandis que le nombre 6 — n de voitures achetées par la société B n’intervient
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qu’indirectement. On peut donc écrire :

P(X =n) = (;)n o @)M con (6.167)

De la méme maniére, comme X +Y = 6, on en déduite que Y =6 — X. Si X =n

alorsY =6 —n =m. D'ou :

P(Y =m) = <;)6_m cegm (;)n cm (6.168)
Espérances mathématiques F(X) et E(Y) :
wi | Px) | wiPla) | of.P(x) yi | Plys) | vi-Py) | vi-P(ys)
0 1/64 0 0 0 1/64 0 0
1| 6/64 | 6/64 6,/64 1| 6/64 | 6/64 6/64
2 | 15/64 | 30/64 60/64 2 | 15/64 | 30/64 60/64
3 | 20/64 60/64 180/64 3 | 20/64 60/64 180/64
4 | 15/64 60/64 240/64 4 | 15/64 60/64 240/64
5| 6/64 | 30/64 | 150/64 5| 6/64 | 30/64 | 150/64
6 | 1/64 | 6/64 36/64 6 | 1/64 | 6/64 36/64
% 1 3 10.5 2 1 3 10.5
7 7
=> 2 P(x;)=3 E(Y)=> y;P(y;) =3 (6.169)
i=1 j=1

Variances V(X) et V(Y) :
V(X)=E(X?) - Zx P(x;) =105-9=15 (6.170)
V(Y)=E(Y?) - Zyj ~32=105-9=15 (6.171)

4. Calcul de la covariance cov(X,Y) et du coefficient de corrélation p(X,Y) :

La covariance entre les variables aléatoires X et Y est donnée par :

cov(X,Y) = BE(XY) — E(X)E(Y) (6.172)
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avec :

7 7
E(XY) = sziyjp(xiayj) (6.173)
i=1 j—1
7
B(X) =Y a;P(;) (6.174)
=1
7
E(Y) =) v;P(y) (6.175)

Les espérances mathématiques E(X) et E(Y) ont déja été calculées précédemment.

Il reste a calculer E(XY') dans le tableau suivant :

iy P(xs,y5) | O 1 2 3 4 5 6| X
0 0 0 0 0 0 0 0 -
1 0 0 0 0 0 30/64 | 0 -
2 0 0 0 0 120/64 0 0 -
3 0 0 0 180/64 0 0 0 -
4 0 0 120/64 0 0 0 0 -
5 0 | 30/64 0 0 0 0 0 -
6 0 0 0 0 0 0 0
b - - - - - - -1 75

Ainsi, E(XY) = 7.5 et subséquemment :

cov(X,Y)=T75-3x3 (6.176)
=15 (6.177)

Enfin, le coefficient de corrélation linéaire entre les variables aléatoires X et Y est

donné par :
cov(X,Y)
XY)= ———— 6.178
p(X,Y) V) (6.178)
-1.5
= 7\/ﬁ\/ﬁ (6.179)
=1 (6.180)

Interprétation : Un coefficient de corrélation linéaire égal a -1 signifie que les
variables aléatoires X et Y sont parfaitement inversement corrélées, c’est a dire si

I'une augmente l'autre baisse dans les mémes proportions et vice versa.
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Exercice 57 :

Un fournisseur de véhicules veut vendre six voitures a deux sociétés de transport A et B.
On note X le nombre de voitures achetées par A et Y le nombre de voitures achetées par
B.

1. Calculer la distribution du couple (X,Y).
2. Calculer les distributions marginales de X et Y.

3. Montrer qu’on peut calculer les distributions marginales sans passer par la distri-
bution du couple (X,Y). En déduire E(X), E(Y), V(X) et V(Y).
4. Calculer cov(X,Y) et le coefficient de corrélation p(X,Y"). Interpréter.

Solution :

Le fournisseur veut vendre ses 6 voitures a deux sociétés de transport A et B. Il ne peut
donc vendre plus de voitures que ce qu’il en a a sa disposition, c’est a dire 6. On suppose
qu’il les vend toutes et qu’il n’en garde aucune.

X est la variable aléatoire représentant le nombre de voitures achetées par la société A.
Elle peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Y est la variable aléatoire représentant
le nombre de voitures achetées par la société B. Elle peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, 4,
5 ou 6. On note au passage que X +Y = 6 puisque la somme des voitures achetées par la
société A et celles achetées par la société B est égale au nombre de voitures disponibles
chez le fournisseur, 6 en 1'occurrence.

Dans un premier temps, le fournisseur commence par tirer au hasard la société a laquelle
il va vendre la premiére voiture, il a une probabilité de 1/2 de choisir la société A et
une probabilité de 1/2 de choisir la société B. Ensuite, il choisit au hasard une voiture
parmi les 6 qu’il vendra a la société qu’il a tirée au hasard. Dans un deuxiéme temps, le
fournisseur tire au hasard une deuxieme fois la société a laquelle il va vendre la deuxieme
voiture, il a toujours la méme probabilité 1/2 de tirer I'une ou l'autre. Puis, il choisit au
hasard une voiture parmi les 5 qui restent et qu’il va vendre a la société qu’il vient de
tirer au hasard et ainsi de suite jusqu’a la derniére voiture.

Formellement, supposons par exemple que les deux premiéres voitures seront vendues a
la société A et les 4 qui restent a la société B. Cela correspond au couple (X =2,V = 4).

Le fournisseur peut procéder comme suit :

1. Tirer la société A la premiere fois avec une probabilité 1/2 ET la société A choisit
1 voiture parmi les 6 disponibles, soit C§ = 6 possibilités (3 x C¢);

2. ET tirer la société A une deuxiéme fois avec une probabilité 1/2 ET la société A
choisit 1 voiture parmi les 5 qui restent, soit C3 = 5 possibilités (% x Ci);

3. ET tirer la société B une premiére fois avec une probabilité 1/2 ET la société B
choisit 1 voiture parmi les 4 qui restent, soit Cj = 4 possibilités (3 x C});

4. ET tirer la société B une deuxiéme fois avec une probabilité 1/2 ET la société B

choisit 1 voiture parmi les 3 qui restent, soit C3 = 3 possibilités (% x C1);
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5. ET tirer la société B une troisiéme fois avec une probabilité 1/2 ET la société B
choisit 1 voiture parmi les 2 qui restent, soit C3 = 2 possibilités (3 x C});
6. ET tirer la société B une quatrieme fois avec une probabilité 1/2 ET la société B
choisit I'unique voiture qui reste, soit C{ = 1 possibilité (3 x C1).
Attention! Procéder de cette maniere peut laisser entendre que les voitures sont numéro-
tées auquel cas vendre la voiture numéro 1 en premier et la voiture numéro 2 en deuxieme
est une disposition différente de vendre la voiture numéro 2 en premier et la voiture nu-
méro 1 en deuxieme. Or, rien dans ’énoncer n’indique que les voitures sont numérotées
et peu importe quelle voiture est vendue en premier ou en deuxieme lieu. Il faut donc en
tenir compte dans le calcul des probabilités.

La probabilité du couple (X = 2,Y = 4) peut donc s’écrire :

P(X=2Y =4)

1 1,1 1 1 11 1., 1 1,1 1
5 X Cg X 5 x Cj " 5 XCp x5 xC3 x5 xCy x5 xCy
2! 4!
Société A Société B

(6.181)

1\* cict 1\*clcicict
l(z) o |~ <2) A1 (6.182)

Les dénominateurs 2! et 4! sont respectivement le nombre de permutations de 2 et de 4

éléments discernables. Ils sont introduits pour omettre 'ordre dans la vente des 2 voitures
a la société A (premiers crochets) et dans la vente des 4 voitures a la société B (derniers
crochets).

Notons que I'on peut aisément vérifier les résultats suivants :

cct
62! 5 =2 (6.183)

cicicict
—43-2 1 34!2 L=cf (6.184)

On peut donc écrire :

1?2 0
P(X=2Y =4)= l<2> C2| x l(2> Oh (6.185)
ou encore :
1\2 1) 62
P(X=2Y =4)= (2> c2 <2) Cce=3 (6.186)
Plus généralement, si la société A achete un nombre n < 6 de voitures, alors on a :
1 n . 1 6—n n

1. En utilisant cette formule générale, on peut calculer la distribution du couple (X,Y").
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Les résultats sont fournis dans le tableau ci-dessous :

X\Y | 0 1 2 3 4 5 6 by
0 0 0 0 0 0 0 | 1/64 | 1/64
1 0 0 0 0 0 [6/64| 0 | 6/64
2 0 0 0 0 |15/64 | 0 0 | 15/64
3 0 0 0 |[20/64| 0 0 0 | 20/64
4 0 0 [15/64 | © 0 0 0 | 15/64
5 0 |6/64| 0O 0 0 0 0 | 6/64
6 1/64 | 0 0 0 0 0 0 | 1/64
b 1/64 | 6/64 | 15/64 | 20/64 | 15/64 | 6/64 | 1/64 | 1

2. Distributions marginales de X et de Y :

Les distributions marginales sont lues sur les marges du tableau précédent :

z | P(X=1) y | P(Y =y)
0| 1/64 0| 1/64

1 6/64 1| 6/64

2 | 15/64 2 | 15/64
3 20/64 3 20/64
4| 15/64 4| 15/64
5 6/64 5 6/64

6| 1/64 6| 1/64
b)) 1 % 1

3. Les distributions marginales de X et de Y peuvent se calculer sans passer par la
distribution du couple (X,Y) car selon la formule (6.225) la probabilité du couple
(X,Y) est entierement déterminée par le nombre n de voitures achetées par la société
A tandis que le nombre 6 — n de voitures achetées par la société B n’intervient

qu’indirectement. On peut donc écrire :

P(X =n) = (;)n cp @)M cgr (6.188)

De la méme maniére, comme X +Y = 6, on en déduite que Y =6 — X. Si X =n
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alorsY =6 —n =m. D'ou:

1=

1j=1

1 6—m 1 m
P(Y =m) = <2) cem (2> cm (6.189)
Espérances mathématiques F(X) et E(Y) :
@i | Plai) | @iP(z:) | «f.P(z:) i | Pys) | vi-Plys) | vi-P(ys)
0 1/64 0 0 0 1/64 0 0
1| 6/64 | 6/64 6/64 1| 6/64 | 6/64 6/64
2 | 15/64 | 30/64 60,/64 2 | 15/64 | 30/64 | 60/64
3 | 20/64 60/64 180/64 3 | 20/64 60/64 180/64
4 | 15/64 | 60/64 | 240/64 4 | 15/64 | 60/64 | 240/64
5 6/64 30/64 150/64 5 6/64 30/64 150/64
6 | 1/64 | 6/64 36,64 6 | 1/64 | 6/64 36,64
> 1 3 10.5 DX 1 3 10.5
7 7
X)=> x;P(x;) = => u;. (6.190)
i=1 j=1
Variances V(X) et V(Y) :
V(X)=E(X?) - Zm P(x;) =105-9=15 (6.191)
V(Y)=EY?) - Zy] -32=105-9=15 (6.192)
. Calcul de la covariance cov(X,Y") et du coefficient de corrélation p(X,Y) :
La covariance entre les variables aléatoires X et Y est donnée par :
cou(X,Y) = B(XY) — E(X)E(Y) (6.193)
avec :
77
Y) =3 wiyPlai,y) (6.194)

Les espérances mathématiques ont déja été calculées plus haut, il reste a calculer
E(XY) dans le tableau suivant :

1
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ziyi P(xs,y;) | O 1 2 3 4 5 6| X
0 0 0 0 0 0 0 0 -
1 0 0 0 0 0 30/64 | 0 -
2 0 0 0 0 120/64 0 0 -
3 0 0 0 180/64 0 0 0 -
4 0 0 120/64 0 0 0 0 -
5 0 | 30/64 0 0 0 0 0 -
6 0 0 0 0 0 0 0
> - ; . - - | -17s

Ainsi, E(XY) = 7.5 et subséquemment, :

cov(X,Y)=75-3x3 (6.195)
— 15 (6.196)

Enfin, le coefficient de corrélation linéaire entre les variables aléatoires X et Y est

donné par :
cov(X,Y)
X, v)= o) 6.197
PXY) = ) (6.197)
—-1.5
T V1515 (6.19)
S (6.199)

Interprétation : Un coefficient de corrélation linéaire égal a -1 signifie que les
variables aléatoires X et Y sont parfaitement inversement corrélées, c’est a dire si

I'une augmente 'autre baisse dans les mémes proportions et vice versa.

Exercice 58 :
Un fabriquant d’avions veut vendre 4 grands avions a 3 sociétés A, B et C. On note X le

nombre d’avions achetées par A et Y le nombre d’avions achetées par B.
1. Calculer la distribution du couple (X,Y).
. Calculer les distributions marginales de X et Y.

. Calculer les distributions conditionnelles X|Y =3 et Y |X = 4.

2

3

4. Calculer cov(X,Y) et interpréter.

5. Montrer qu’on peut arriver a ce résultat sans calculer la covariance.
6

. Calculer le coefficient de corrélation p(X,Y’). Interpréter.
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Un fabriquant de bus veut vendre quatre grands bus a 3 sociétés A, B et C. On note X

le nombre de bus achetés par A et Y le nombre de bus achetés par B.
1. Calculer la distribution du couple (X,Y);
. Calculer les distributions marginales de X et Y';

. Calculer la distribution conditionnelle XY = 3;

2

3

4. Calculer cov(X,Y) et interpréter;

5. Montrer qu’on peut arriver a ce résultat sans calculer la covariance;
6

. Calculer le coeflicient de corrélation p(X,Y"). Interpréter.

Solution :

Le fabriquant veut vendre ses 4 grands avions a 3 sociétés A, B et C. Il ne peut donc
vendre plus d’avions que ce qu’il en a a sa disposition, c¢’est a dire 4. On suppose qu’il les
vend tous et qu’il n’en garde aucun.

X est la variable aléatoire représentant le nombre d’avions achetés par la société A. Elle
peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 ou 4. Y est la variable aléatoire représentant le nombre
d’avions achetés par la société B. Elle peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 ou 4. On note
au passage que X + Y < 4 puisque un certain nombre d’avions sont susceptibles d’étre
achetés par la société C.

Dans un premier temps, le fabriquant commence par tirer au hasard la société a laquelle
il va vendre le premier avion, il a une probabilité de 1/3 de choisir la société A, une
probabilité de 1/3 de choisir la société B et une probabilité de 1/3 de choisir la société
C. Ensuite, il choisit au hasard un avion parmi les 4 qu’il vendra a la société qu’il a tirée
au hasard. Dans un deuxieme temps, le fabriquant tire au hasard la société a laquelle il
va vendre le deuxiéme avion, il a toujours la méme probabilité 1/3 de tirer I'une des 3
sociétés A, B et C. Puis, il choisit au hasard un avion parmi les 3 qui restent et qu'il va
vendre a la société qu’il vient de tirer au hasard et ainsi de suite jusqu’au dernier avion.
Formellement, supposons par exemple que les deux premiers avions seront vendus a la
société A, le troisieme avion a la société B et le avion qui reste a la société C. Cela

correspond au couple (X = 2,Y = 1). Le fabriquant peut procéder comme suit :
1. Tirer la société A la premiére fois avec une probabilité 1/3 ET la société A choisit
1 avion parmi les 4 disponibles, soit C} = 4 possibilités (3 x C});
2. ET tirer la société A une deuxiéme fois avec une probabilité 1/3 ET la société A
choisit 1 avion parmi les 3 qui restent, soit Ci = 3 possibilités (% x C1);

3. ET tirer la société B une premiére fois avec une probabilité 1/3 ET la société B

choisit 1 avion parmi les 2 qui restent, soit C3 = 2 possibilités (3 x C3);

4. ET tirer la société C une premiére fois avec une probabilité 1/3 ET la société C

choisit le seul avion qui reste, soit C{ = 1 possibilités (3 x C1).
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Attention! Procéder de cette maniére peut laisser entendre que les avions sont numérotés
auquel cas vendre l'avion numéro 1 en premier et l'avion numéro 2 en deuxieme est
une disposition différente de vendre I’avion numéro 2 en premier et ’avion numéro 1 en
deuxieme. Or, rien dans ’énoncé n’indique que les avions sont numérotés et peu importe
quel avion est vendu en premier ou en deuxiéme lieu. Il faut donc en tenir compte dans
le calcul des probabilités.

La probabilité du couple (X = 2,Y = 1) peut donc s’écrire :

1yl xlxol 10l 1ol
P(X:2,Y:1):[3X 4;3X 3:|><{3>; 2:|>< 31 1} (6.200)
Socié:cé A Socié.té B Socié:cé C
1\ cicl 1\'cl 1\'c!
= (= - =2 (s) = 6.201
l(?)) o | " (3) 1! (3) 1! (6.201)

Les dénominateurs 2!, 1! et 1! sont respectivement le nombre de permutations de 2, 1
et 1 éléments discernables. Ils sont introduits pour omettre I'ordre dans la vente des 2
avions a la société A (premiers crochets), dans la vente d’un avion a la société B (crochets
intermédiaires) et dans la vente d'un avion a la société C (derniers crochets).

Notons que I'on peut aisément vérifier le résultat suivant :

clol

TR (5 (6.202)

On peut donc écrire :

P(X =2y =1) = l(;>2cg]><[<;)1cg]><l<;)lcq] (6203

ou encore :

1 2 1 1 1 4—-2—-1
P(X=2Y=1)= (3) Cc? (3) Ci, <3) cyat (6.204)

Plus généralement, si la société A acheéte n avions et la société B en achete m (avec

n+m <4),alorson a :

1 n 1 m 1 4—n—m
P(X =n,Y =m) = (3) cy (3) or, (3) cynom (6.205)

1. En utilisant cette formule générale, on peut calculer la distribution du couple (X,Y").

Les résultats sont fournis dans le tableau ci-dessous :
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X\Y | o0 1 2 3 4 b
0 1/81 | 4/81 | 6/81 | 4/81 | 1/81 | 16/81
1 4/81 | 12/81 | 12/81 | 4/81 | 0 | 32/81
2 6/81 | 12/81 | 6/81 | 0 0 | 24/81
3 4/81 | 4/81 0 0 0 | 8/81
4 1/81 0 0 0 0 | 1/81
b 16/81 | 32/81 | 24/81 | 8/81 | 1/81 1

2. Distributions marginales de X et de Y :

Les distributions marginales sont lues sur les marges du tableau précédent :

z | P(X =x)
0| 16/81

1| 32/81
2 | 24/81
3| s/81

4 1/81
by 1

3. Distributions conditionnelles XY =3 et Y|X =4 :

y | P(Y =y)
0| 16/81
1| 32/81
2 | 24/81
3 8/81

4 1/81
> 1

La probabilité conditionnelle P(X = z|Y = 3) est donnée par :

P(X=z]Y =3) =

P(X =2,V =3)

P(Y = 3)

P(X = 2|y = 3)

(4/81)/(8/81)=1/2

(4/81)/(8/81)=1/2

0/(8/81)

=0

0/(8/81)

=0

0/(8/81)

=0

1

194

(6.206)



La probabilité conditionnelle P(Y = y|X = 4) est donnée par :

P(Y =y, X =4)

P(Y =y|X =4) = === 5 (6.207)
y | P(Y =ylX =4)
0 | (1/81)/(1/81)=1
1 0/(1/81)=0
2 0/(1/81)=0
3 0/(1/81)=0
4 0/(1/81)=0
Y 1
4. Covariance cov(X,Y) :
La covariance entre les variables aléatoires X et Y est donnée par :
cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) (6.208)
avec :
5 5
E(XY) =YY wwy;P(x:,y;) (6.209)
51:1 j=1
E(X)=> xP(x;) (6.210)
1‘:1
E(Y) =3 4 P(y) (6.211)
j=1
Espérances mathématiques F(X) et E(Y) :
wi | P(x:) | xiP(xi) | a7 .P(x:) vi | Plys) | vi-Pys) | v5-Plys)
0 | 16/81 0 0 0 | 16/81 0 0
1| 32/81 | 32/81 32/81 1| 32/81 | 32/81 32/81
2 | 24/81 | 48/81 96/81 2 | 24/81 | 48/81 96,/81
3 | 8/81 | 24/81 72/81 3 | 8/81 | 24/81 72/81
4| 1/81 | 4/81 16/81 4| 1/81 | 4/81 16/81
) 1 4/3 8/3 % 1 4/3 8/3
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5 5
E(X)=> x;.P(z;) =4/3 E(Y)=> y;.P(y;) =4/3 (6.212)
i=1 J=1

11 reste a calculer E(XY') dans le tableau suivant :

z:y; P(zi,y;) | O 1 2 3 4| X
0 0 0 0 0 0 -
1 0| 12/81 | 24/81 | 12/81 | 0| -
2 0]24/81 | 24/81 | 0 |0 -
3 0| 12/81 0 0 0 -
4 0 0 0 0 0 -
5 - - - - a3

Ainsi, E(XY') = 4/3 et subséquemment :

4 4
S=—c (6.213)

cov(X,Y) = 3 9

ol i

4
— =X
3

Interprétation : Une covariance négative signifie que les variables aléatoires X et

Y varient en sens inverses, c’est a dire si 'une augmente l'autre baisse et vice versa.

. On peut arriver a ce résultat sans calculer la covariance puisque plus le nombre de
bus achetés par la société A augmente et moins il va en rester pour la société B et
vice versa.

. Coefficient de corrélation :

Le coefficient de corrélation linéaire entre les variables aléatoires X et Y est donné

par :
p(X,Y) = m (6.214)

Variances V(X) et V(Y) :
V(X)=E(X?) - E*X) = gm?.P(in) - <§)2 = g - % = - (6.215)
V() = B0 - B = 3 4 P (;‘) SS VLS (ea)

Jj=1
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cov(X,Y)

PRY) = s (6.217)
Y
- T (6.218)
_ ! (6.219)

2

Interprétation : Un coefficient de corrélation linéaire égal & -1/2 signifie que les
variables aléatoires X et Y sont inversement corrélées, c’est a dire si I'une augmente

l’autre baisse et vice versa.

Exercice 59 :
Un fabriquant de bus veut vendre quatre grands bus & 3 sociétés A, B et C. On note X

le nombre de bus achetés par A et Y le nombre de bus achetés par B.
1. Calculer la distribution du couple (X,Y);
. Calculer les distributions marginales de X et Y ;

. Calculer la distribution conditionnelle X|Y = 3;

2

3

4. Calculer cov(X,Y) et interpréter;

5. Montrer qu’on peut arriver a ce résultat sans calculer la covariance;
6

. Calculer le coefficient de corrélation p(X,Y). Interpréter.

Solution :

Le fabriquant veut vendre ses 4 grands bus a 3 sociétés A, B et C. Il ne peut donc vendre
plus de bus que ce qu’il en a a sa disposition, c’est a dire 4. On suppose qu’il les vend
tous et qu’il n’en garde aucun.

X est la variable aléatoire représentant le nombre de bus achetés par la société A. Elle
peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 ou 4. Y est la variable aléatoire représentant le nombre
de bus achetés par la société B. Elle peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 ou 4. On note au
passage que X + Y < 4 puisque un nombre de bus sont susceptibles d’étre achetés par la
société C.

Dans un premier temps, le fabriquant commence par tirer au hasard la société a laquelle il
va vendre le premier bus, il a une probabilité de 1/3 de choisir la société A, une probabilité
de 1/3 de choisir la société B et une probabilité de 1/3 de choisir la société C. Ensuite,
il choisit au hasard un bus parmi les 4 qu’il vendra a la société qu’il a tirée au hasard.
Dans un deuxiéme temps, le fabriquant tire au hasard la société a laquelle il va vendre le
deuxi¢me bus, il a toujours la méme probabilité 1/3 de tirer I'une des 3 sociétés A, B et
C. Puis, il choisit au hasard un bus parmi les 3 qui restent et qu’il va vendre a la société
qu’il vient de tirer au hasard et ainsi de suite jusqu’au dernier bus.

Formellement, supposons par exemple que les deux premiers bus seront vendus a la société
A, le troisieme bus a la société B et le bus qui reste a la société C. Cela correspond au

couple (X =2,Y = 1). Le fabriquant peut procéder comme suit :
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1. Tirer la société A la premiere fois avec une probabilité 1/3 ET la société A choisit
1 bus parmi les 4 disponibles, soit C} = 4 possibilités (3 x C});

2. ET tirer la société A une deuxieéme fois avec une probabilité 1/3 ET la société A
choisit 1 bus parmi les 3 qui restent, soit C3 = 3 possibilités (% x C});

3. ET tirer la société B une premiére fois avec une probabilité 1/3 ET la société B

choisit 1 bus parmi les 2 qui restent, soit C4 = 2 possibilités (% x C3);
4. ET tirer la société C une premiére fois avec une probabilité 1/3 ET la société C
choisit le seul bus qui reste, soit C] = 1 possibilités (3 x C1).
Attention! Procéder de cette manieére peut laisser entendre que les bus sont numérotés
auquel cas vendre le bus numéro 1 en premier et le bus numéro 2 en deuxieme est une dis-
position différente de vendre le bus numéro 2 en premier et le bus numéro 1 en deuxieme.
Or, rien dans I’énoncé n’indique que les bus sont numérotés et peu importe quel bus est
vendu en premier ou en deuxiéme lieu. Il faut donc en tenir compte dans le calcul des
probabilités.
La probabilité du couple (X =2,Y = 1) peut donc s’écrire :

Lol x1xl 1ol 11
19()(:2,1/:1):[3>< 4;3X 3:|><|:3>; 2}><{3>; 1} (6.220)
Socié.té A Socié.té B Socié.té C
2 ~1,1 1 ~1 1T~
= 1) GiCs X 1\ & 1y & (6.221)
3 2! 3 1! 3 1!

Les dénominateurs 2!, 1! et 1! sont respectivement le nombre de permutations de 2, 1
et 1 éléments discernables. Ils sont introduits pour omettre I'ordre dans la vente des 2
bus a la société A (premiers crochets), dans la vente d’un bus & la société B (crochets
intermédiaires) et dans la vente d’un bus a la société C (derniers crochets).

Notons que l'on peut aisément vérifier le résultat suivant :

CiCs

ST = i (6.222)

On peut donc écrire :

P(X=2Y=1)= [(1>ch

ou encore :

(6.223)

1 2 1 1 1 4-2—-1
P(X=2Y=1)= (3) Cc3 <3> Ci_, (3) rara (6.224)

Plus généralement, si la société A achete n bus et la société B en achete m (avec n+m < 4),
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alors on a :
1 n 1 m 1 4—n—m

1. En utilisant cette formule générale, on peut calculer la distribution du couple (X,Y).

Les résultats sont fournis dans le tableau ci-dessous :

X\Y | o0 1 2 3 4 5
0 1/81 | 4/81 | 6/81 | 4/81 | 1/81 | 16/81
1 4/81 | 12/81 | 12/81 | 4/81 | 0 | 32/81
2 6/81 | 12/81 | 6/81 | 0 0 | 24/81
3 4/81 | 4/81 0 0 0 | 8/81
4 1/81 0 0 0 0 | 1/81
b 16/81 | 32/81 | 24/81 | 8/81 | 1/81 1

2. Distributions marginales de X et de Y :

Les distributions marginales sont lues sur les marges du tableau précédent :

z | P(X =u) y | P(Y =y)
0 16/81 0| 16/81
1 32/81 1| 32/81
2 | 24/81 2 | 24/81
3 8/81 3 8/81

4 1/81 4 1/81
b 1 b 1

3. Distribution conditionnelle X|Y =3 :
La probabilité conditionnelle P(X = z|Y = 3) est donnée par :

P(X =2,Y =3)

PIX =alY =3) = =55

(6.226)
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P(X =z|Y =3) = P(X =2,Y =3)/P(Y = 3)

0 (4/81)/(8/81)=1/2
1 (4/81)/(8/81)=1/2
2 0/(8/81)=0

3 0/(8/81)=0

4 0/(8/81)=0

) 1

4. Covariance cov(X,Y) :

La covariance entre les variables aléatoires X et Y est donnée par :

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) (6.227)
avec :
5 5
B(XY) = wy;P(x:,y;) (6.228)
i=1 j=1
5
E(X)=> xP(x;) (6.229)
1=1
5
E(Y) =) u;P(y) (6.230)
j=1
Espérances mathématiques F(X) et E(Y) :
@i | P(zi) | ziP(x) | @i Pas) i | Plyi) | vi-Plys) | v7-Plys)
0 | 16/81 0 0 0 | 16/81 0 0
1 | 32/81 | 32/81 32/81 1 | 32/81 | 32/81 32/81
2 | 24/81 | 48/81 96/81 2 | 24/81 | 48/81 96/81
3| 8/81 | 24/81 72/81 3| 8/81 | 24/81 72/81
4| 1/81 | 4/81 16/81 4| 1/81 | 4/81 16/81
) 1 4/3 8/3 5 1 4/3 8/3
5 5
E(X)=> x.P(z;) =4/3 E(Y) =) vy;.Ply;) =4/3 (6.231)
i=1 j=1

11 reste & calculer E(XY') dans le tableau suivant :
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;ciyjP(xi, yj) 0 1 2 3 4 PN
0 0 0 0 0 0 -
1 0| 12/81 | 24/81 | 12/81 | 0 | -
2 0| 24/81 | 24/81 0 0| -
3 0| 12/81 0 0 0 -
4 0 0 0 0 0 -
Y - - - - - 4/3

Ainsi, E(XY) = 4/3 et subséquemment :

X
Wl &~
I

cov(X,Y) =

W =~
Wl

= (6.232)

Interprétation : Une covariance négative signifie que les variables aléatoires X et
Y wvarient en sens inverses, c’est a dire si I'une augmente ’autre baisse et vice versa.
. On peut arriver a ce résultat sans calculer la covariance puisque plus le nombre de
bus achetés par la société A augmente et moins il va en rester pour la société B et
vice versa.

. Coefficient de corrélation :

Le coefficient de corrélation linéaire entre les variables aléatoires X et Y est donné

par :
_ oY)
p(X)Y) = X (6.233)
Variances V(X) et V(Y) :
5 2
V(X) = B(X?) - B(X) = 3 a?.P(a;) - (3) - 2 - % - g (6.234)
=1
5 2
VO = B0 - B0 = Y P - (3) —5-g -5 (©0239)
cov(X,Y)
XY)= 6.236
XY ) = V) (6.236)
_ 4
= RRJE (6.237)
= —% (6.238)

Interprétation : Un coefficient de corrélation linéaire égal a -1/2 signifie que les
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variables aléatoires X et Y sont inversement corrélées, c’est a dire si I'une augmente

l’autre baisse et vice versa.

Exercice 60 :
Un médecin examine un malade et conclut que la probabilité pour que celui-ci soit atteint
d’un virus X est de 1/3. Il décide de procéder a un test sanguin dont les caractéristiques
sont les suivantes :
— Si le malade est atteint du virus X, la probabilité pour que le test soit positif est
8/10;
— Si le malade n’est pas atteint du virus X, la probabilité pour que le test soit positif
est 3/10.
Le test s’avere positif. Quelle probabilité a posteriori doit-on attribuer a 1’événement "le

malade est atteint du virus X" ?

Solution :

Désignons par X I’événement : "le malade est atteint du virus X" et par T I’événement :
"le test sanguin est positif”.

Selon I’énoncé, on a :

— Probabilité que le malade soit atteint du virus X :

1
P(X) = 3 (6.239)
— Probabilité que le malade ne soit pas atteint du virus X :
1 2
P(X):l—P(X):l—gzg (6.240)

— Probabilité que le test soit positif sachant que le malade est atteint du virus X :

P(T|X) = % (6.241)

— Probabilité que le test soit positif sachant que le malade n’est pas atteint du virus
X:
3

P(T|X) = 0 (6.242)

La probabilité que le malade soit atteint du virus X sachant que le test est positif, c’est
a dire P(X|T), est donnée par :

P(XNT)
PX|T)= ——F+ .24
Selon le théoreme des probabilités composées, on peut écrire :
P(XNT)=P(T|X).P(X) (6.244)
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Par ailleurs, on peut partitionner 7' comme suit :
T=(TnNX)U(TNX) (6.245)

Par conséquent,
P(T)=P(TNX)+P(TNX) (6.246)

En substituant dans (6.243), on obtient :

P(T|X).P(X)
P(TNX)+P(TNX)

P(X|T) = (6.247)

En appliquant le théoréme des probabilités composées & P(TNX) et P(TNX), on obtient :

P(TnX)=P(T|X).P(X) (6.248)
P(TNX)=PT|X).PX) (6.249)

L’expression (6.247) devient :
P(X|T) = PT|X).P(X) (6.250)

P(T|X).P(X)+ P(T|X).P(X)
Application numérique :

B (8/10).(1/3) _8/30 8 8 4
PXIT) = (8/10).(1/3) + (3/10).(2/3) ~ 8/30+6/30  8+6 14 7 (6:251)

Il y a donc une probabilité de 4/7 que le malade soit atteint du virus X si le test sanguin
est positif.

La densité de probabilités de la variable aléatoire X est donnée par :

keT® +ke®si —b<xz<5H
flx) =
0 ailleurs
1. Calculer k pour que f soit une densité de probabilités;
2. Etablir la fonction de répartition de X ;
3. Calculer E(X) et V(X) .

Solution :
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La fonction f(x) peut explicitement s’écrire :

Osix < -5
f(x)=19 ke ®+ke®si —5<x<5h
0si >5

1. Calcul de k pour que f(x) soit une densité de probabilités :

f(x) est une densité de probabilité si et seulement si :
+oo
/ fla)de =1 (6.252)
Calculons le membre gauche de (6.252) :

+o00 -5 5 +oo
/ f(z)dx = / 0dx + / (ke™® + ke®) dx + / Odx
- 5

—0o0 e’} —5

5
=O—|—k;/ (e_x—i—ex)dx—&—()

=k[-e" +ez]i5
= k‘(—€75+€5+€5 —675)
=2k (e" 7675)
Dot : oo .
/_Oo f@)de=1&2k( —e®)=1ck= (e =)
Finalement,
Osiz < -5
fl@)=9 s&=25si —b<a <5
0si >5

2. Fonction de répartition de F(z) :

La fonction de répartition F'(z) est définie par :

Flz) = [ "

Comme la densité f(z) est définie par morceaux sur 'intervalle |—oo, +o00[, alors
la fonction de répartition F'(x) est également définie par morceaux sur le méme

intervalle :
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— Six €]—o00,—5] :

— Size]-5,5:

Il
o
+
—_
|
ot
~—
8
—
9]
&
_|_
9]
~+
~—
QU
~

— Siz €[5, +oo :

-5 5 —t t T
e " +e
F = _—
(z) /7000dt+/752(65_675)dt+/5 0dt
1 > t t
= _— - t
0+2(€5_6_5)/5(e +e)dt+0

5

Finalement,

Osixz < -5
F(z) = %+%si—5<x<5
lsix>5H

. Calcul de E(X) et V(X) :
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— Calcul de E(X) :

-5 P et et oo
1

5

1 5
R T = & — o) / g(z)dx

-5

avec g(z) = z (e® + e”). Notons que la fonction g(z) est impaire car :
g(—z) = —a (¢ + ) = —g(a)

Il en résulte :

Par conséquent

1
E(X):mxozo

Rappels :

e g(x) est une fonction impaire si et seulement si g(—z) = —g(x). La courbe

représentative de la fonction g est symétrique par rapport au point (0,0).

/a g(x)dz =0

—a

Par conséquent :

e g(x) est une fonction paire si et seulement si g(—x) = g(z). La courbe repré-

sentative de la fonction g est symétrique par rapport a la droite x = 0. Par

/_Oa g(x)dz = /Oa g(z)dz

V(X)=E(X?) - FE*X)=E(X?) -0=E(X?

conséquent, :

— Calcul de V(X)) :
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Il reste & calculer E(X?) :

+oo
B(X?%) = / 22 f(x)dx

— 00

—5 5 —T T +o00
_ 2 g € " Fe 2
= / (z* x 0)dx +/ YO S &= efs)dx +/5 (z x 0)dx

—o00 -5

1 ° 2 —x T

Ecrivons d’abord :

5 5 5
/ x? (e_’” + e”) dx = / z2e %dr + / 22e®dx
-5 -5 -5

5 5
I:/ e % dx J :/ e dx
-5 -5

Calculons 'intégrale I par parties, pour cela posons :

Notons :

u(z) =z
On obtient :
o' (r) =2z v(z) = —e

Appliquons & présent la formule de I'intégration par parties :

On obtient :

5 5
I:/ le dy = [—a?e )%, — 2/ —ze “dx

-5 -5

Appliquons une intégration par parties une deuxieme fois pour calculer :

5
II:/ —ze *dx
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On pose :

On obtient :
u'(z) =1 v(z) =e

Par substitution dans la formule de l'intégration par parties, on obtient :

5

1= [ze "] —/ e Tdx
-5

Py e

=[ze " +e "5,

730]5

= [ze -5

=5e 04 e 04 5e° —¢°
=6e7° + 4€°
Remplagons ce résultat dans 'intégrale I :

I=[—2%"]° 5 — 2(6e° 4 4e°)
= (—25e77 4 25¢°) — 2(6e7° + 4€°)
=17¢% — 37e7°

Calculons ensuite 'intégrale J par parties, pour cela posons :
u(z) =x
On obtient :
u'(z) = 2w v(z)=e

Appliquons a présent la formule de l'intégration par parties :
5 5
/ u(2)v' (z)de = [u(z)v(z)]’ —/ o (z)v(z)dx
-5 )
On obtient :

5 5
J :/ r2e"dr = [z%e”]° 5 — 2/ xe®dx

-5 -5

Appliquons une intégration par parties une deuxieme fois pour calculer :

5
JJ:/ ze®dx
-5
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On pose :

On obtient :
u'(z) =1 v(z) =€”

Par substitution dans la formule de l'intégration par parties, on obtient :

5

JJ = [ze™]’ 4 —/ e’dx
-5

= [ze"]25 — [e"]25
= e - T
=5e" — e’ — (=he ® —e7?)

= 4e° 4 6e7°
Remplagons ce résultat dans 'intégrale J :

J = [2%e"]’ 5 — 2(4€® + 6e7°)
= (25¢® — 25e7°) — 2(4¢” + 6e7°)
=175 — 37e7°

Il ne reste plus qu’a remplacer les intégrales I et J par leur valeurs dans la formule

de la variance :

La variance de X est donc égale a :

_ 17¢® —37e7P

Vi) = 5=
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Annexe 1 : Equivalence entre

Statistique descriptive et
Probabilités

Statistique descriptive Théorie des probabilités
Lorsqu’un phénomene est observé avec Lorsque le phénomene est inobservé, il
certitude, on applique la statistique a plusieurs possibilités x; donnant lieu
descriptive pour le décrire, en calculant a une incertitude. On applique la théo-
les fréquences f; de ses observations x; rie des probabilités pour calculer la pro-
par exemple. En ’absence de certitude, babilité p; de réalisation de chacune des
on recourt a la théorie des probabilités. possibilités x;.

Exemple d’un dé
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Un dé est un cube dont les faces
-observables- sont numérotées de 1 a 6.
On considére la variable statistique X
dont les modalités x; représentent les
numéros des faces. A chaque modalité
x; est associé un effectif n; indiquant
le nombre de ses apparitions. L’effectif
total n est la somme des effectifs n; et
la fréquence f; d’une modalité x; est le
rapport entre son effectif n; et I'effectif
total n. Les distributions statistiques
respectives des effectifs et des fréquences
de la variable X sont résumées dans le

tableau suivant :

x| ni | fi

1|1 |1/6
2 (1 |1/6
301 |1/6
411 |1/6
511 |1/6
6 |1 |1/6
b)) 6 1

Dans une expérience aléatoire -dont les
résultats ne sont pas connus en avance
avec certitude- on lance un dé équilibré
dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
On considere la variable aléatoire X qui
donne les résultats possibles z; de cette
expérience. A chaque possibilité z; est
associée une probabilité p; de se réali-
ser. La distribution de probabilités de la
variable X est résumée dans le tableau

suivant :

T Di
1 |1/6
2 | 1/6
3 |1/6
4 11/6
5 11/6
6 | 1/6
by 1

Il y a une équivalence entre la distribution des fréquences f; et la distribution des

probabilités p;.

Conclusion : Lorsqu’un phénomene est observable, on peut décrire ses observations x;

par la distribution des fréquences f;. Lorsqu’il est inobservable, on peut juste étudier ses

possibilités z; par leur distribution de probabilités p;.
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Annexe 2 : Moments
empiriques vs Moments

théoriques

Equivalence entre moments empiriques et moments théoriques

L’équivalence entre la distribution des fréquences f; d’une variable statistique X et la
distribution des probabilités p; d’une variable aléatoire X permet d’établir ’équivalence
entre les moments empiriques de la variable statistique X et les moments théoriques de
la variables aléatoire X. Ces derniers sont obtenus en remplagant les fréquences f; dans

les moments empiriques par des probabilités p;.

Moments empiriques Moments théoriques
La distribution statistique d’une va- La distribution de probabilités d’une va-
riable statistique X est caractérisée par riable aléatoire X est caractérisée par les
les moments empiriques de X : moments théoriques de X : espérance
moyenne arithmétique, variance, écart- mathématique, variance, écart-type...
type...
Moyenne arithmétique : Espérance mathématique :

L L k k
52527%331: , 1;1%:2]2% E(X):Z;pil‘i
i= i= i= =
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Variance :

Ecart-type :
ox = V(X)

Coefficient d’asymétrie :

1 2 —z\°
n=om (F)

i—1 7X
k _\3
_Zni (zi—x>
i:ln ox
k _\3
Ty — X
:§:fi< )

o
i—1 X

Coefficient d’aplatissement :

Variance :

Ecart-type :
ox = V(X)

Coefficient d’asymétrie :
k 4
- Tr; — E(X)
=Y (M

()

=F

Coefficient d’aplatissement :
k 3
B2 = ;Pz <<7X>

()]

=F

Fonctions génératrice des moments : m, et pu,

Moments empiriques simples

d’ordre 7 :

k

L n k
_ ro__ i or o T
m, = — E nx; = —r; = E fiz;
n 4 n 4
i=1 =1

i=1

Moments théoriques simples

d’ordre 7r :

k
.
my = E it
=1



Moments empiriques centrés

d’ordre 7 :

k
1 —\7
pr = ;_1 ni(z; — @)

(2 —T)

I
\<M??_
3|3 :

Q
Il
_

fi(w; —T)"

I

&
Il
-

Moments théoriques centrés

d’ordre 7 :

k
My = Zpi [z; — E(X)]"

— E[(X - B(X))']

La moyenne arithmétique et ’espérance mathématique sont des moments simples d’ordre

1 et la variance est un moment centré d’ordre 2.

Exemple d’un dé

On considere la variable statistique X
représentant les numéros x; des faces
d’un dé. n; et f; désignent respective-
ment les effectifs et les fréquences des
modalités z;. On calcule la moyenne

arithmétique, la variance et ’écart-type
de X :

z | ni | fi fiwi | fix?
101 16| 1/6 | 1/6
2 | 1|16 2/6 | 4/6
3|1 ]1/6]| 3/6 | 9/6
411 |1/6]| 4/6 | 16/6
511 |1/6| 5/6 | 25/6
6 | 1 |1/6]| 6/6 | 36/6
s 16| 1 |21/6]091/6
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On considere la variable aléatoire X
donnant les résultats possibles x; du lan-
cer d’un dé équilibré. p; désigne la pro-
babilité de x;. On calcule I'espérance
mathématique, la variance et 1’écart-
type de X :

Ty pi piri | pix;
1| 1/6 | 1/6 | 1/6
2 | 1/6 | 2/6 | 4/6
3 11/6 | 3/6 9/6
4 | 1/6 | 4/6 | 16/6
5 |1/6 | 5/6 | 25/6
6 | 1/6 | 6/6 | 36/6
DY) 1 21/6 | 91/6




Moyenne arithmétique : Espérance mathématique :

6 6
T=) fiw;=21/6=7/2 E(X)=> pix;=21/6=7/2
i=1 =1
Variance : Variance :
L 6 6
V(X)=22 -7 =) fur] —7° V(X) = B(X?) - B*(X) =) _pix; — E*(X)
i=1 =1
=91/6 — (7/2)* = 35/12 =91/6 — (7/2)* = 35/12
Ecart-type : Ecart-type :
ox =V V(X) =/35/12 ox =\ V(X) = /35/12
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Annexe 3 : Variables aléatoires

Variable aléatoire discréte (v.a.d) Variable aléatoire continue (v.a.c)

Une probabilité p; vérifie : Une densité de probabilités f(z) vérifie :

0<p;i<1

> pi=0

Moments d’une v.a.d

Espérance mathématique :
k
l;()()ii }E:pixi
i=1

Variance :

avec

f(@) =0
+oo
/ fl@)dx =1

— 00

Moments d’une v.a.c

Espérance mathématique :

+oo
E(X) :/ zf(x)dx

avec
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Exemple 1 : Soit X une v.a.d de loi de

probabilités suivante :

Tq

0

1

2

Di

1/

51 2/5 | 2/5

L’espérance mathématique de X est

donnée par :

Zi Pi DiZi
0|15 0

1|25 2/5
2 | 2/5| 4/5
S| 1|6/

3
E(X) =) piwi=6/5

L’espérance mathématique de X2 est

donnée par :

T pi pix;
0 |1/5 0

1 (2/5] 2/5
2 12/5| 8/5
by 1 10/5

E(X?)

3
= pir} =10/5 =2
1=1

La variance de X est donnée par :

V(X)=E(X?*)-E*X)=2-(6/5)*=14/25

218



Exemple 3 : Soit X une v.a.c de fonc-

tion de densité f(x) telle que :

0 si <0
f(x) = 1 si O0<x<1
0 si x>1

f(x) est bien une fonction de densité
puisqu’elle vérifie :

— fl2)=0

— fj;o flx)dz =1

L’espérance mathématique de X est

donnée par :
+oo
E(X) :/ xf(z)dx

_ /° zf(x)dz + /0 1 af(x)de + /1 et

0 1 +oo
:/ Odac—i—/ a:dm—i—/ Odx
—o0 0 1

=0+ [22/24¢], +0

— 1/
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Exemple 2 : Soit X une v.a.d de loi de

probabilités suivante :

i 0 1 2 3

pi | 2/10 | 4/10 | 3/10 | 1/10

L’espérance mathématique de X est

donnée par :

x; Pi DiZi

0]2/10]| o0
1 | 4/10 | 4/10
2 | 3/10 | 6/10

3 | 1/10 | 3/10

| 1 | 13/10

4
BE(X) =Y pizi =13/10
=1

L’espérance mathématique de X2 est

donnée par :

X Di DiZ;

01]2/10| o0
1 | 4/10 | 4/10
2 | 3/10 | 12/10

3 | 1/10 | 9/10

| 1 | 2510

4
E(X?) =) pix} =25/10 =5/2
1=1

La variance de X est donnée par :

V(X) = E(X?*)-E*X) = (5/2)—(13/10)* = 81/100
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L’espérance mathématique de X2 est

donnée par :

+o0
B(X?%) = / 2?2 f(x)dx

— 00

= /O 2?2 f(x)dx + /01 2?2 f(x)dx + /1+°° 2’ f(z)dx

— 00

0 1 “+o0
:/ de—|—/ xzdx—F/ 0dx
—00 0 1

=0+ [*/3+¢],+0
=1/3

La variance de X est donnée par :

V(X)=E(X*)—-E*X) = (1/3)—(1/2)* = 1/12
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PROBABILITES

Exercices corrigés

Ce manuel est une collection d’exercices corrigés de probabilités. Il s’agit es-
sentiellement d’exercices issus de sujets d’examens de probabilités déja réal-
isés a la faculté des sciences juridiques, économiques et sociales de Tanger
dans laquelle j’assure, entre autres, les travaux dirigés de cette matiere depuis
une dizaine d’années.

Apres un bref rappel sur les deux piliers fondamentaux de la théorie des
probabilités que sont la théorie des ensembles et I’analyse combinatoire, ce
manuel traite une soixantaine d’exercices relatifs a ’analyse combinatoire, les
variables aléatoires discretes, les variables aléatoires continues et les couples
de variables aléatoires.

Jaouad Madkour est docteur en Sciences économiques de |'université
M d'Orléans et enseignant chercheur a la faculté des sciences juridiques,
- économiques et sociales de Tanger dans laquelle il enseigne les méth-
“1 odes quantitatives depuis une dizaine d'années. Il a publié un certain
nombre d'articles sur |'application des méthodes quantitatives en économie et en
finance.
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