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Les fonctions de plusieurs variables constituent la
matiére mathématique de prédilection pour la
formalisation des problémes de la gestion. Qu'il
s'agisse de traiter des questions relatives a la
production, la consommation ou encore
I'environnement et la gestion publique, une
modélisation adéquate s’exprime le plus souvent &
I'aide de fonctions de plusieurs variables. Les
restrictions exigées par ce cadre conceptuel imposent
toutefois, d’'une part, la quantification des facteurs pris
en compte (les valeurs des variables sont des nombres
réels) et, d’autre part, la représentation des relations
sous forme déterministe. Au-deld de ces restrictions,
d’autres théories mathématiques, qui dépassent le
cadre du présent ouvrage, prennent le relais. Ainsi, la
théorie des probabilités offre diverses possibilités
d'intégration de la notion de risque, cruciale par

exemple pour les financiers.
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Ce chapitre introduit les fonctions de plusieurs variables réelles en élargissant les défini-
tions énoncées aux chapitres 1 et 4 pour les fonctions d’une variable réelle. Evidemment,
la représentation géométrique devient plus lourde : une fonction de n variables se visualise
a priori dans un espace a # + 1 dimensions (n pour les variables, 1 pour la fonction),
alors que les pages d’un livre sont, par nature, bidimensionnelles. Pour contourner cette
impossibilité technique, nous nous limiterons aux représentations des fonctions de deux
variables, soit sous forme de dessins en perspective, soit sous forme de coupes par des
plans horizontaux ou verticaux qui donnent des informations souvent utiles, quoique
parcellaires. Ce probleme de visualisation introduit une rupture nette par rapport aux
fonctions d’une variable étudiées antérieurement.

Dans ce chapitre, nous prenons le parti de privilégier les themes qui s’écartent des notions

. 5 . Y 5 , , - .,
vues pour les fonctions d’une seule variable. A 'opposé, les définitions et les proprié-
tés qui apparaissent comme des généralisations évidentes sont évoquées ou présentées
brievement.

Il Domaine, image et limites

Les définitions de base vues aux chapitres 1 et 3 pour les fonctions de R dans R s’adaptent
sans difficulté au cas des fonctions de R” dans R.

Définitions Une fonction f : D — R, ot D C R”, associe a chaque élément
x = (x1,...,%,) € Dun et un seul nombre réel f(x).

Le domaine de f est 'ensemble D.

L'image par f de D est 'ensemble Im(D) = {y eR:y=f(x),ouxe D}.

Le graphe de f est la surface de R"™! d’équation y = f(x),

oux = (x1,...,%x,) €D. a

Exemples d’applications a la gestion

o L'utilité U d’un consommateur dépend de ses quantités consommées. En présence de n biens,
la fonction d'utilité s’exprime sous la forme U = f(xi, x2, ..., x,), oU x; désigne la quantité
consommée du i-&me bien disponible (i=1,....,n).

o Le colt C d'une brochure publicitaire dépend de son format (longueur p, largeur g, nombre de
pages n), du nombre m de couleurs utilisées, de la surface s consacrée aux photographies :

sz(p,q,n,m,s).

o La production P d’une entreprise est souvent exprimée en fonction de deux facteurs synthé-
tiques : le capital, noté K, et le travail, noté W : P =f (K, W).

e A'la date ¢, le cours & terme du dollar US (vis-a-vis de I'euro), pour I'échéance T, s’exprime
comme une fonction : F = f (T — b, 5, 1T riT), oU s; est le cours du dollar au comptant en ¢
et r 1 (resp. 17 ;) est le taux d'intérét en euros (resp. en dollars US) en vigueur a la date ¢ pour
I"échéance T.

Lorsque n = 2, le graphe Gy = z = f(x, ), ou (x, y) € D, est tridimensionnel. Les axes
relatifs aux variables, x et y, sont conventionnellement situés dans un plan horizontal (le
domaine D apparait alors comme un sous-ensemble de ce plan), tandis que la dimension
verticale est réservée aux valeurs de z. Ainsi, atouta = (ay, a;) € D,dontl'imageestf(a) €
R, correspond le point suivant du graphe : (al, a, f (a)) € R?. Une mise en perspective
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Chapitre

permet la visualisation des surfaces a trois dimensions (voir notamment la figure 6.12,
page 171). Dans ce cas, I’axe z est toujours placé verticalement. Toutefois, pour des raisons
de lisibilité, les axes x et y ne sont pas toujours présentés selon la méme orientation.

Pour n > 2, la représentation plane devient malheureusement impraticable.

Exemples mathématiques

e le domaine de la fonction f(x,y) = /x+y est donné par D = {(x,y) € R*x+y > 0}.
Il se représente donc naturellement comme une portion du plan R? (voir figure 6.1). En
outre, les valeurs prises par la fonction parcourent tout I'ensemble des réels positifs ou nuls :
Img(D) = RT.

Figure 6.1 y

-6

o le graphe de f : R? — R : (x,y) — x?> — »* est une surface de R? qui a la forme d’une selle
de cheval, comme l'indique la représentation en perspective de la figure 6.2.

Figure 6.2
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o Le graphe de la fonction f(x, y) = x> +y? , définie dans D = R?, est le paraboloide représenté
par la figure 6.3.

Figure 6.3
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e la méme fonction f(x,y) = x* + y?>, mais définie dans le domaine restreint D =

{(x.y) e R* : x* + y* < 1}, correspond & la portion du paraboloide de la figure 6.3 vérifiant
0 < z< 1 (figure 6.4)

Figure 6.4
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On observe que I'intersection du paraboloide (figure 6.3, page ci-contre) et d’un plan
horizontal d’équation z = k, ol k > 0, est un cercle de rayon k. Les traces verticales,
moins faciles a visualiser, sont des paraboles. De facon générale, les coupes horizontales du
graphe d’une fonction de deux variables sont des courbes planes, dites courbes de niveau.
En pratique, on représente simultanément différentes courbes de niveau pour visualiser
la progression du graphe. Cette représentation s’apparente aux cartes géographiques ol
le niveau correspond a laltitude.

Définition Soitf: D — R,ouD C R? etk € f(D) C R.
La courbe de niveau k de f est la courbe plane d’équation : f (x, y) = k. Q

Exemples d’applications a la gestion

1. La fonction de production de Cobb-Douglas s'écrit f(x,y) = x%® (a,p > 0). Les courbes
de niveau d'une telle fonction sont nommées isocantes ou courbes d’isoproduction. Pour un
niveau fixé k de production, I'équation x%y# = k détermine les points du plan (x, y) donnant
toutes les combinaisons des quantités de facteurs qui permettent de produire ce niveau k. La
figure 6.5 donne le graphe de la fonction f(x, y) = x/3y/2, tandis que la figure 6.6, page
suivante, représente les courbes de niveau correspondantes.

Figure 6.5

Sur la figure 6.6, page suivante, une fléche indique le sens de la croissance des valeurs
de k.

2. f(u,0) = b — ac? (o > 0).
Cette fonction est souvent utilisée en gestion de portefeuille : i désigne la rentabilité attendue
du portefeville et o sa volatilité (écarttype de la rentabilité). La fonction f représente I'utilité
attendue d'un investisseur qui présente de I'aversion vis-a-vis du risque (o2 est affecté d'un
coefficient négatif).

Les courbes de niveau pour a = 1 (figure 6.7, page suivante) et o = 3 (figure 6.8, page 167)
sont ici appelées courbes d’indifférence ou courbes d'iso-utilité puisqu’elles caractérisent les
rentabilités attendues et les volatilités des portefeuilles qui atteignent, pour I'investisseur
considéré, un niveau fixé d'utilité attendue.
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Figure 6.7 u a=1
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La notion de limite pour une fonction de plusieurs variables généralise naturellement
la notion correspondante dans le cas des fonctions d’une seule variable. Toutefois, un
nouvel élément entre en jeu : les limites unilatérales perdent leur sens et sont remplacées
par les nombreuses limites directionnelles possibles. En effet, des que le domaine se situe
dans un espace a deux dimensions au moins, les chemins qui menent a un point donné

166  Les fonctions de plusieurs variables réelles
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Figure 6.8
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peuvent suivre divers axes. Ainsi, 'ensemble D’ des points en lesquels une limite peut étre
considérée, doit étre défini en tenant compte de toutes les possibilités d’acces. Une fagon
commode de procéder s’appuie sur la notion de boule ouverte dans R” (voir le chapitre 1)
qui généralise celle d’intervalle ouvert dans R.

Définition Soitf : D — R, ou D C R". Le domaine d’examen des limites est
donné par :

D’:{xeR”:38>OtelqueB(x,S)\{x}CD}. Q

La notion de « limite », sans autre qualification, se substitue donc a celle de limite bilatérale
pour les fonctions d’une seule variable réelle. Elle est définie comme suit.

Définition Soitf: D — R,ouD CR",ae D'eth € R.

B
limf(x) =bsi: Ve > 0,3n > 0 tel que: x € B(a, m)\{a}
X—a x € D

}:> |f(x) — b| <e O
Lorsquelle existe, cette limite est unique. Les valeurs de la fonction tendent vers le
nombre b, quel que soit le chemin emprunté par la variable x (de dimension n) pour
approcher le point a.

Par définition, les points de D’ peuvent étre atteints par tout chemin dans une boule
ouverte. On peut généraliser la définition précédente al’ensemble moins restrictif, noté D7,
des points qui peuvent étre atteints par au moins un chemin dans D. Par exemple, pour
le domaine D C R? représenté par la figure 6.9, page suivante, a € D’ tandis que
b,c ¢ D'. Pourtant, a 'opposé de ¢, le point b est 'aboutissement de certains chemins
dans D. Pour prendre en compte ce type de situation, on définit la limite le long d’une
courbe.

Domaine, image et limites 167

http://fribok.blogspot.com/



-

Figure 6.9 y
/
: o

\j
x

Définition Soitf : D — R,ouD C R",b € R, et C une courbe dans D menant

aae D
lim f(x) = bsiVe > 0,3n > 0 tel que: x € C\la) :>|f(x)—b| <e
3 x € B(a, 1)

De fagon évidente, lorsque a € D’ et lim f(x) = b, toutes les limites le long de courbes
X—a

sont égales a b. En pratique, on peut démontrer la non-existence d’une limite en exhibant
des valeurs distinctes obtenues le long de deux chemins particuliers.

Lextension aux limites infinies et les propriétés (somme, produit, pincement, etc.) vues au
chapitre 3 se transposent de fagon immédiate au cas des fonctions de plusieurs variables.
Pour éviter les redondances, nous ne les énongons pas ici.

En pratique, lorsque n = 2, il est souvent utile de passer aux coordonnées polaires pour
ramener le calcul de la limite d’une fonction de deux variables a celui de la limite d’une
fonction d’une seule variable. En effet, tout point (x, y) de R? peut étre représenté par
ses coordonnées polaires centrées autour du point a = (ay, a,) vers lequel il est appelé a
tendre (voir figure 6.10) :

x=a;+ pcosH
y=a,+ psinb

Figure 6.10 A

A

Y

ay X

Dans cette écriture, p représente la distance entre a et x de sorte que

lim  f(x,y) = limf(a; + pcos6, a, + psin6).
p—0

(x.y)—>(a1,a2)
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Exemple
)

Montrons de deux maniéres que ~ lim  —
(xy)—(00) X +}’

de la définition. En effet, le long de |'axe horizontal X =y =0, ona:

. o .
n’existe pas. La premiére résulte directement

2

lim ~ f(x, y) = lim f(x, 0)—hmx—2:1
()~ ©0) 0 x
(x,y)eX

tandis que, le long de |'axe vertical Y =x =0, ona:

2
lim  f(x,y) = hmf(O y) = hm —y =—-1#1
(x.y)—(00) y?

(x.y)eY

de sorte que les deux limites ne coincident pas.

. , , . x = pcosB
La seconde maniére est basée sur les coordonnées polaires. En posant : g cona:
y = psin

2 2 2 il
p” cos” 6 — p~sin~ 6
1 =1 0, ) =lim ———————
(xy)lin(OO)f(x » 1mf(pcos psin) plg%)p cos? 0 + p?sin? 6
2 (cos®> 6 — sin® O
= lim 0 ( )

— = cos(20).
p—0 p2 (cos2 0 + sin? 6) (29)

Le résultat varie selon la direction 6, donc  lim  f(x, y) n’existe pas.
(x,y)—(00)

F] Continuité

La définition adoptée pour la continuité s’applique a tous les points de D auxquels meéne
au moins un chemin dans D (les points de D N D), méme les bords du domaine. Elle
équivaut a imposer que tous les chemins conduisent a la méme limite f (a).

Définitions Soitf : D — R,ou D C R".
f est continueena € Dy N Dssi:

Ve> 0, >0,VxeD:d(a,x) <= |f(x)—f(a)| < €.
f est continue dans D si Va € Dy N D: f est continue en a. Qa

Cas particulier f est continueena € D' N Dsi lim f(x) = f(a).
X—a

Dong, pour les éléments de D' N D, cette définition s’exprime a 'aide de la limite
usuelle. J

Les fonctions continues de plusieurs variables jouissent des mémes propriétés que les
fonctions continues d’une seule variable. Les fonctions élémentaires telles que les poly-
noémes, les fonctions exponentielles, logarithmiques et trigonométriques sont continues
dans leurs domaines de définition respectifs. La continuité des autres fonctions s’établit,
le cas échéant, en tant que somme, produit, composée, etc., de fonctions continues.

Continuité 169
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Exemples

1. f(x,y) = x* +y* —xy+y est continue dans R? (polynéme du second degré & deux variables).

2. f(x,y,2) = ¢ + xy* — z est continue dans R* (somme d'une exponentielle et d'un polynéme).

3. f(x,y) = In(x+y*) — 3 est continue dans D = {(x,y) € R* : x+ y* > 0} comme somme du
logarithme d'un polynéme (fonction composée) et d'une constante.

Kl Dérivées partielles et élasticités

Figure 6.11

Lunique dérivée d’une fonction d’une variable, lorsqu’elle existe, est liée aux variations
de la fonction tandis que la variable parcourt 'axe des abscisses. Pour une fonction
f : R? - R, dont le graphe est une surface de R, la situation est tres différente. En effet,
’axe réel n’offre que deux types de mouvements possibles : de gauche a droite et de droite
a gauche tandis que le plan R* posséde une infinité de directions.

Or, il peut s’avérer intéressant d’étudier comment une fonction f : R? — R évolue
lorsque la variable suit 'une ou I'autre direction du plan. A cet égard, considérons d’abord
la direction horizontale. Prenons le point a = (a1, a,) du domaine de f (figure 6.11). Son
image est f(a) € R et le graphe de la fonction, qui est la surface d’équation z = f (x, y)
de R® (figure 6.12, page ci-contre), comporte le point (al, ay, f (a)). Lintersection du
graphe de f avec le plan vertical y = a; est la courbe d’équation z = f (x, a,) de R>.

y
A

ap S,=y=a,

a4

Le point a = (a1, a,) étant fixé, on peut alors interpréter cette courbe comme le graphe
de la fonction g d’une seule variable définie par g(x) = f (x, a,). Si g est dérivable en a;,
alors sa dérivée nous renseigne sur la variation de la fonction f lorsque (x, y) se déplace
le long de la droite horizontale de R? passant par le point (a;, a,), représentée par S, sur
les figures 6.11 et 6.12, page ci-contre.
Par définition de la dérivée d’une fonction d’une variable, il vient :

glar + Ax) —g(ar) lim flar+ Ax, ay) — f(ar, a3)
0 Ax Ax—0 Ax

/ — l'
ga) = Jim
Si elle existe, cette dérivée s’appelle la dérivée partielle de f par rapport a x au point

0 oo . . .
a = (ay, ay), et se note a—f(al, a,). De fagon similaire, on définit la dérivée partielle
x

par rapport a y obtenue en fixant x = g;. La définition générale des dérivées partielles
s’applique a toute fonction de n variables.
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Figure 6.12 z

ﬁ,\(apaz,f(a))
|

z = g(x)

as

Sz

Définitions Lafonctionf : D — R, ou D C R", est dérivable partiellement par
rapport a sa i-éme variableen a = (ay, ...,a,) € D' N Dsi

cee,a; A iy oo ey ly) —
lim fla, ....ai+ Ax an) — f(a)
Axi—0 Axi

existe dans R.

Lorsqu’elle existe, cette limite est appelée dérivée partielle de f par rapport a sa
. . d
i-éme variable en a et est notée 8_f (a) ouf/(a).

X
La fonction est dérivable en a si elle est dérivable partiellement par rapport a toutes
ses variables en ce point. Q

. . . bl . . .
En pratique, pour calculer la dérivée partielle —af , on dérive f comme si elle était une
Xi
fonction de la seule variable x; et que toutes les autres variables, x;, ol j # i, étaient des

constantes.

Les dérivées partielles jouissent des mémes propriétés que les dérivées de fonctions d’une
seule variable. En particulier, les fonctions élémentaires telles que les polyndmes, les
fonctions exponentielles, logarithmiques et trigonométriques sont dérivables dans leur
domaine respectif. La dérivabilité (partielle) des autres fonctions s’établit, le cas échéant, en
tant que somme, produit, composée, etc., de fonctions dérivables. Les réegles de dérivation
sont également similaires, a 'exception de celle relative a la dérivation des fonctions
composées. En effet, lorsque # > 1, il estimpossible de réaliser un produit de composition
entre deux fonctions de R” — . A ce sujet, la régle de dérivation en chaine sera exposée
dans un cadre plus général, dans la section 4.3.

Dérivées partielles et élasticités 171
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Exemples

1. Toute fonction polynédme est dérivable dans son domaine. Considérons, par exemple, la
fonction f(x, y) = x* + x%y® — 2y?, définie et dérivable dans R?. Ses deux dérivées partielles
au point (2,1) sont obtenues en deux étapes. On calcule d’abord les dérivées partielles en
(x.y) € R? gréce aux régles de dérivation des fonctions d'une variable (en considérant, &

. . ad )
chaque fois, I'autre variable comme une constante) : a—f(x, y) = 3x* + 2xp° et a—f(x, y) =
x Y

3x2y* — 4y. On évalue ensuite ces deux fonctions au point considéré : a—f(z, 1) = 16 et
X
ad
F oy =s
dy
2.2
x°y .
— si (x, 0,0)
2 )= e &
0 si (x,7) =(0,0)
quotient de fonctions dérivables (polynémes) & dénominateur non nul. Il convient cependant
d’étudier la dérivabilité en (0,0), donc I'existence des deux dérivées partielles en ce point.

Ona:

. Dans I'ouvert R\ {(0, 0)}, f est dérivable en tant que

Ax,0) —f(0,0 0—-0 0, Ay) —f(0,0 0—0
hmJMZHm —0 ef hmwzhm_zo
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ay—0 Ay Ay—0 Ay
. L. af af .
La fonction f est donc dérivable en (0, 0) et a—(0,0) = 3—(0,0) = 0. En conclusion, f est
x 4

dérivable dans R?.

La propriété selon laquelle la dérivabilité d’une fonction d’une variable en un point

implique la continuité en ce point ne se généralise pas a plus d’une variable. Uexemple 2
ci-dessus peut servir de contre-exemple :

2y ‘

floy) = |aap & @NFOO

0 si (x,y) = (0,0

effet, la limite de f le long de la bissectrice d’équation x = y fait apparaitre que :

est dérivable mais pas continue en (0,0). En

2,2

X°x 1

) 1
lim -
(x)=002 2
xX=y

(x,y)%(0.0)f (x.3)—00) x* + x4
xX=y x=y

Les directions correspondant aux dérivées partielles sont celles des axes. D’autres déri-
vées directionnelles sont aussi envisageables, quoique nettement moins utiles dans les
applications en gestion. Nous en citons simplement la définition.

Définition La fonction f : D — R, ou D C R" est dérivable en
a=(ay,...,a,) € D' N Ddans la direction indiquée par le vecteur u € R" si

lim fla+Bu) —f(a)

existe dans R. J
B—0 B
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Alors que les dérivées partielles s’interpretent en termes de variations de la fonction en
niveau, les élasticités se réferent aux variations relatives (souvent exprimées en %). En
pratique, les élasticités jouent un rdle important en tant que mesure de la sensibilité
vis-a-vis de divers parametres (élasticité des courbes d’offre et de demande vis-a-vis des
prix, duration d’une obligation, etc.).

Définition Soit f : D — R, ou D C R", dérivable partiellement par rapport
a sa i-éme variable en a = (ay,...,a,) € D' N D telle que a; # 0 et f(a) # 0.
Lélasticité de f par rapport a sa i-eéme variable en a, est donnée par :

fay,....ai+ Ax;, ... ,a,) — f(a)

i T f(a)
Ey(a) = Al;irgo Ax; -
a;

Au plan mathématique cependant, les propriétés des élasticités découlent directement de
celles des dérivées partielles, en vertu du résultat suivant :

Propriété Ei(a) = - Y () 0
a) = —a).

P 7= Fa) o

Exemple

f: (Rg‘)n — Rt (g, %2, .. 0x0) = X302 x (g, Ay, ... ,0, > 0) est dérivable dans (Rf{)".

Gréce aux régles de dérivation, on obtient :
: Xi , Xi o o .
Ei(x) = — f(x) = ;X)L 2. x0T XY =
f f(x)fl X" N ! " l

n conséquence, toutes les tonctions de Cobb-Douglas bénéticient d’élasticités constantes, ce
E toutes les fonctions de Cobb-Douglas bénéficient d’élasticit tant
qui contribue & expliquer I'attrait qu’elles représentent pour le modélisateur.

1 Différentiabilité et (hyper)plan tangent
4.1 DIFFERENTIABILITE DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE

Quel que soit le nombre de variables en présence, la différentiabilité d’une fonction f en
un point a correspond a I'existence d’une approximation linéaire de la fonction au voisinage
du point (a, f (a)) du graphe de la fonction.

Pour les fonctions d’une seule variable, cette approximation linéaire est fournie par la
droite tangente d’équation y = f(a) + f'(a) (x — a), impliquant directement ’équivalence
entre la dérivabilité et la différentiabilité. Il n’était donc pas nécessaire d’ajouter une
définition. Cependant, la notion de différentielle des fonctions d’une seule variable est
abordée ici parce qu’elle permet de mieux appréhender la différentielle des fonctions de
plusieurs variables.

Définition Soitf : D — R : x — f(x), ou D C R, et un point a en lequel f
est dérivable. La différentielle de f au point a est la fonction linéaire df, : R — R :
Ax — f'(a) Ax (o Ax = x — a). a
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Le point a étant fixé, la différentielle est une fonction de I'accroissement Ax de la variable.
Elle constitue une approximation linéaire (formule de Taylor al’ordre 1) de’accroissement
de la fonction Af = f (x) — f (a) au voisinage du point a, de sorte qu'on écrit, de fagon
condensée : df, = Af.

Pour la fonction identité, I : R — R : x — x,ona:Va € R : I'(a) = 1. En conséquence,
sa différentielle, notée dx , est telle que : Va € R : dI, = dx = Ax. On substitue
alors volontiers dx a Ax dans I'écriture de la différentielle d’'une fonction quelconque
(mais évidemment différentiable en a) pour obtenir Pexpression df, = f'(a)dx, ou méme
df = f'(a)dx.

Le cas simple des fonctions d’une seule variable illustre que la maitrise des concepts
de différentiabilité et de différentielle passe inévitablement par la compréhension des
notations, variées et souvent abrégées, qui les concernent.

4.2 DIFFERENTIABILITE DES FONCTIONS DE n VARIABLES

z

Dans le cas des fonctions de deux variables et plus, I’équivalence disparait entre Pexis-
tence des dérivées partielles, d’'une part, et celle d’'un plan tangent V), d’autre part. Cela
provient du fait que la dérivabilité repose seulement sur des limites le long de directions
particulieres. La dérivabilité apparait donc comme un concept trop faible pour garantir
Pexistence d’un plan tangent. La notion de différentiabilité va combler ce déficit.

Pour les fonctions de deux variables, lintuition géométrique peut encore servir de guide.
Ainsi, si la fonction f est dérivable en a = (ay, ay), on peut affirmer Iexistence de
deux droites tangentes, chacune par rapport a la trace verticale du graphe dans un plan
d’équation x; = a; (i = 1, 2). Dans le meilleur des cas, ces deux droites, nécessairement
concourantes en (a, f(a)), forment un plan qui est tangent au graphe. Toutefois, cer-
taines irrégularités peuvent surgir (par exemple, la présence d’'une discontinuité en a)
qui excluent Pexistence d’un plan tangent. Dans pareil cas, les deux droites existent et
définissent un plan qui n’est pas un plan tangent, parce qu'un tel plan n’existe pas. Ces
deux droites déterminent donc un « candidat plan tangent », dont I'existence doit encore
étre vérifiée.

Plus généralement, la différentiabilité d’une fonction de n variables, dérivable au point a,
s’étudie en deux étapes. La premiere consiste a introduire la « candidate différentielle ».
La seconde teste si cette candidate constitue effectivement une approximation locale de
Paccroissement de la fonction. Les définitions suivantes précisent ces notions.

Définition Soitf : D — R, ot D C R", dérivable en a € D' N D. La fonction
linéaire suivante est appelée candidate différentielle au point a :

S ",
cdf, :R" - R: Ax = (Axy, ..., Ax,) — Z a—f(a)Axl- = Z —f(a)dxi. O
i1 0%

P axi

La notion de différentiabilité impose que la candidate différentielle représente une
approximation du premier ordre de Af = f(x) — f(a) au voisinage du point a et
transforme donc la candidate en « différentielle » avérée.

1. II s’agit en fait d’un plan tangent pour n = 2, d’un hyperplan tangent pour #» > 2. Dans un espace de
dimension #n, un hyperplan est une variété linéaire de dimension n — 1.
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Définition Lafonctionf : D — R, ouD C R", est différentiableena € D' N D
s’il existe une fonction linéaire df, : R” — R telle que:

. [ —f@ —dfa(x—a)
1m

x—a llx — all

=0, ot ||[x—a|| =d(x,a) =

Lorsqu’elle existe, la fonction linéaire df, est unique et donnée par la candidate diffé-
n

0
rentielle : df, = Z —f(a)dxi, ou sous forme matricielle par : df, = Vf(a).dx, ou la

i=1 9x;
dxl
o of of .
matrice-ligne Vf(a) = | —(a) ... (a) ) est le gradient de f en a et dx =
0x; 0,
dx,
Dans le cas contraire, la fonction n’est pas différentiable au point a.
Remarque
Le gradient est aussi représenté sous la forme d'un vecteur de R” :
_ (2 of
(Gradf) (a) = <8x1 (a),..., o, (a)) .
Exemple
2 2 Ar 2 2 3f af
f(x,y) = x* + y* est dérivable dans R? eton a : Va = (a;, ay) € R? : a—x(a) = 2a, 5(@ =2a,.

La candidate différentielle en a s'écrit donc : cdf, = 2a;dx + 2a,dy.
Afin de voir si cette candidate est effectivement une différentielle, on calcule :

i JEN —f@ —dfax—any—a) . X4y —ai—a—2a & —a) = 2m(—a)
im = lim
(xy)—a \/(x —a)? + (- az)2 xy)—a \/(x —a)?+(y— a2)2

—a)? a2
— lim (x—a) +(—a) — lim \/(x —a)? + (}’ _ a2)2 —0
(x.y)—a \/(x . al)z + ()/ . az)Z (x,y)—a

En conséquence, la fonction f est différentiable dans R? et ¥ (a1, a2) € R? : df, = 2a1dx + 2aydy.

Notons que les fonctions élémentaires telles que les polyndmes (voir 'exemple ci-dessus),
les fonctions exponentielles, logarithmiques et trigonométriques sont automatiquement
différentiables dans leur domaine respectif et que les propriétés de différentiabilité relatives
aux sommes, produits, etc., existent.

A Tapproche analytique, correspond la vision géométrique d’un hyperplan tangent. En
effet, lorsque f est différentiable en a, on peut, dans un voisinage de a, approcher Af =
fla+ Ax) — f(a) par df, (Ax), donc aussi approcher f(a + Ax) par f(a) + df, (Ax) :
f(a+ Ax) = f(a) + df,(Ax) (approximation locale linéaire ou du premier ordre).

Dans le cas d’une fonction de deux variables, la figure 6.13, page suivante, montre le plan
tangent I1, = z = f(a) +df,(Ax, Ay) au voisinage du point (ay, az, f(a)). Cette équation

sécritaussi: I[1, =z = f(a) + g(a)(x —ay) + a—f(a)(y —ay).
ox ay

La différentiabilité est une notion plus forte que la continuité et que la dérivabilité.
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Figure 6.13 !

T EREPRIEN

Propriétés Soitf: D — R,ouD C R"etac DND.
« f est différentiable en a = f est dérivable en a

« f est différentiable en a = f est continue en a. a

Les réciproques sont fausses. Ces propriétés sont souvent utiles pour montrer qu'une
fonction n’est pas différentiable en un point donné.

Exemples
A
1 fy) = {2448 " (x.) # (0,0

0 si (x,y) =(0,0)
# 0. Elle n’est donc pas différentiable en (0,0).

2. f(x,y) = |x| + |y| est non dérivable en (0,0), donc non différentiable en (0,0).

1
est non continue en (0,0) puisque lin(l)f(yz,y) =3
y—=

4.3 LA REGLE DE DERIVATION EN CHAINE (chain rule)

Dans certaines applications, on est amené a considérer des fonctions de D — R, out
D C R", qui peuvent étre vues comme des empilements de fonctions de D — R :

fiD->R":x— f(x) = (&), ..., fux) R

De telles fonctions s’étudient comme s’il s’agissait de m fonctions de D — R. En ce qui
concerne la différentiabilité, on adopte les définitions suivantes :
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Définitions Soitf : D - R™ : x — f(x) = (i(®),....fu(®) € R™, o
DcR"etae DND.
f est différentiable en a si chacune de ses composantes f; est différentiable en a.

df1.a
Dans ce cas, la différentielle s’écrit comme un vecteur colonne df, = :
dfn,a

Lempilement des vecteurs gradients constitue une matrice, de taille m x n, appelée
matrice jacobienne de f en a ou jacobien de f en a :

o, o,
Vfi(a) X, an
Jr(a) = : = : : . 0
V(@) Wy ... 3fm
3X1 3Xn mxn
Exemple
fR > R*: (x,y,2) = (xyz, x> + ), €7 sin(yz)) est différentiable dans R® (ses quatre
yz xz xy
2x 2y 0

composantes le sont) et Jx,y,2) = ye’c)’“ e e

0 zcos(yz)  ycos(yz)

Une des propriétés les plus usitées dans la pratique, la régle de dérivation en chaine ou
chain rule, est relative aux dérivées partielles des fonctions composées.

Régle de dérivation en chaine (chain rule) Soitf:R" — R™: x —
f =([®),....fux)etg :R" >Ry —> g(») = (1), ... &©)).

Sif est différentiable en a et si g est différentiable en f (a) alors g of est différentiable
en a etla matrice jacobienne de gof en a est donnée par : Joor(a) = J, ( f (a)) Jr(a),
ou encore,

(f( ) ﬁ( ). Q

d(go f)l "
(@) = E
k=1

0x;
En pratique, le cas particulier o1 g : R” — R (p = 1) est souvent utilisé :

0g (A®). ... fu)

an

(a)

(f<>)3—ﬁ<)+—(f<>)ﬁ<)+ a—g(ﬂ))%()

Exemple

Le consommateur dont la fonction d'utilité est donnée par U(x, y) est soumis & la contrainte de
budget p.x + pyy = R (px, py. R > 0), oU p, et p, sont les prix des deux biens et R le montant
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dévolu & I'achat des ces deux biens. La quantité consommée du second bien devient ainsi

fonction de celle du premier : y = f(x), oU f(x) = R=pux

, de sorte que, sous la contrainte

y
de budget, la fonction d'utilité peut étre exprimée sous la forme d’une fonction d’une seule
variable : V(x) = U (x, f(x)), qui est la composée de la fonction de R — R? : x — (x,f(x)) et
de la fonction U : R* — R : (x, ) — U (x, ). Gréce & la chain rule, on a :

) v U  aU AU U py
Vo =—=—+_—"f®=—7-—-——
d. ax 9y ax dy py
U oU
La différentielle, donnée par dVv = |:a— -5 ‘?} dx, représente |'approximation linéaire de
X 4 'y

la variation de I'utilité due & la variation dx de la quantité consommée du premier bien, tenant
compte de I'effet sur la quantité du second, via la contrainte de budget.

B Fonctions homogénes

Les fonctions homogenes apparaissent dans plusieurs problémes économiques : les fonc-
tions de production de Cobb-Douglas, par exemple, sont homogenes.

Définition f:R" — R :x — f(x) est dite homogene de degré k si :
Vx € R", VX > 0: f(hx) = M f(x). Q
Les fonctions homogenes bénéficient de la propriété suivante qui découle de la chain rule.

Formule d’Euler Sif : R” — R : x — f(x) est homogene de degré k et
différentiable dans R”, alors :

"9
VxeR":ina—i(x):kf(x). O
i=1 !

Exemple
La fonction de production de Cobb-Douglas & rendements constants f(x, y) = x*.' =%, ob a € Ry,
est homogéne de degré 1 puisque f(hx, Ay) = (Ax)“ ()\y)lfu = Mf(x, ). Dans ce cas, la formule
0 0
d’Euler sécrit : xa—f(x, ) +y8—f(x, y) = f(x,y). Le résultat f(x, y) de la production obtenue avec
X y

les quantités respectives x et y de facteurs permet donc de rémunérer ces facteurs au niveau de
leur productivité marginale.

] Dérivées partielles d’ordres supérieurs
et matrice hessienne

o*f

xiax]-

Chacune des dérivées partielles secondes s’obtient en calculant la dérivée partielle

.0 .
par rapport a x; de la fonction —f, sous réserve d’existence. On peut, de la méme fagon,

introduire les dérivées partielles d’ordres supérieurs. Les définitions suivantes s’énoncent
dans des ensembles ouverts pour éviter les probléemes liés au calcul de limites au bord du
domaine.
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Définition f: D — R, ol D est un ouvert de R", est de classe C*(k € Ny) dans
D (onnote:f € ck(Dy), si f est k fois dérivable dans D et si ses dérivées partielles
d’ordres 1 a k sont continues dans D. a

Propriété Sif:D — R, ou D estun ouvert de R”, alors: f € C'(D) = f est
différentiable dans D. EI

Sur base de cette propriété, on dit volontiers d’une fonction de classe C! qu’elle est
continiiment différentiable. En adoptant la notation C°(D) pour I'ensemble des fonctions
continues dans D, on obtient les inclusions évidentes : C°(D) D> C'(D) D C*(D) D --- D
ck(D).

Exemple

f(x,y) = X’y + xy> est un polyndme défini dans R?. Ses dérivées partielles de tout ordre sont
également des polyndmes et sont donc toutes continues. Donc : Vk € N : f e CK(R?).

Définition Soit f : D — R, ol D est un ouvert de R", deux fois dérivable en
a € D. La matrice de taille n x n formée des dérivées secondes de f en a, notée
Hp(a), est appelée matrice hessienne de f ena :

92 82f aZf
B_x%(a) o (@ ... m(a)
82f ﬁ 82](
Hf(“):<ai.2§(x.(“)> I I o 0
! 7 nxn
82f 82f aZf
0x,01 @ 0,0, @ .. a_xg(”)

Exemple

La matrice hessienne de la fonction f(x, y) = x?y + xy® de |'exemple précédent est donnée par :

82f( ) o7 x,7)
—(x, ——(x,
Hox.p) a2 Y 9xdy 7 2y 2x + 352
X, y) = = .
A o%f 0f 2x + 3y? 6xy
oy =y
dyox ay

Dans cet exemple, on remarque que la matrice Hy(x, y) est symétrique du fait que les dérivées
. d* 2 . . s
secondes mixtes, —— et ——, sont égales. Le théoréme suivant garantit cette égalité sous des
axdy  0yox

conditions légéres.
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Théoréme de Schwarz Si f € C*(D), ou D est un ouvert de R, alors
Vx € D: Hp(x) = Hjﬁ(x), ol H}(x) désigne la matrice transposée de Hy(x). a

Comme la dérivée seconde pour les fonctions d’une seule variable, la matrice hessienne
permet d’étudier la convexité des fonctions de plusieurs variables et joue, dés lors, un role
important dans leur optimisation (voir le chapitre 7).

Fonctions concaves et convexes

Les définitions, vues dans le chapitre 3 pour les fonctions d’une variable, se généralisent
de la facon suivante.

Définitions Soitf : D — R : x — f(x), ot D est un sous-ensemble convexe
de R".

f est concave (resp. convexe) dans D si :
VYa,b € D,Vt € [0, 1] :f((l —ta+ tb) > (resp. <)(1 —t)f(a) + tf (D).
f est dite strictement concave (resp. strictement convexe) si :

Ya,b e D,Vt € (0,1) :f((l —ta+ tb) > (resp. <)(1 —0)f(a)+#(b). O

Exemple

La figure 6.14 donne le graphe de la fonction f : R? — R : (x, ) — x* 47, convexe dans R2.

Figure 6.14

(1-Of(a)+tf(b) :\

SN
)
4
7

(1-t)a+tb

Comme pour les fonctions d’une variable, la concavité et la convexité des fonctions de n
variables suffisamment régulieres peuvent étre caractérisées a 'aide des dérivées d’ordres 1
ou 2.
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Propriétés Sif : D — R :x — f(x), ol D est un ouvert convexe de R”, est
différentiable dans D, alors :

« festconcavedans D < Vx,y € D : f(y) < f(x) + Vf(x)(y — x).

+ festconvexedans D < Vx,y € D : f(y) =2 f(x) + Vf(x)(y — x).

Si, en outre, f € C?(D), alors :

- f est concave dans D < Vx € D : Hy(x) est semi-définie négative.

- f est convexe dans D < Vx € D : Hp(x) est semi-définie positive. 0

Les deux premiers énoncés expriment que tout plan tangent au graphe d’une fonction
concave (resp. convexe) se trouve au-dessus (resp. au-dessous) de ce graphe. Les deux
derniers, relatifs a la matrice hessienne, rappellent celui qui fait référence au signe de la
dérivée seconde d’une fonction d’une seule variable (voir chapitre 3, section 6.2). De la
méme maniere, la condition stricte ne s’applique que dans un seul sens : si Vx € D : Hy(x)
est définie négative (resp. positive), alors f est strictement concave (resp. convexe) dans D.
Dés lors, une fonction peut étre strictement convexe sans que sa matrice hessienne soit
définie positive en tout point.

Exemples

1. Soit f(x,y) =x*+y*. Ona: f € C2(R?) et ¥(x,y) € R? : H(x,y) = ((2) 2) est diagonale,

sa double valeur propre 2 est strictement positive. Il s’ensuit que Hy(x, y) est définie positive.
La fonction est donc strictement convexe dans R2.

0 12
diagonale, ses valeurs propres, 12x> et 12)%, sont > 0 (strictement si x # 0 et y # 0).
Il s’ensuit que Hy(x,y) est définie positive pour (x,y) € R} et semi-définie positive pour
(x,y) € R2\R2. On peut cependant montrer & I'aide de la définition que la fonction est
strictement convexe dans R?.

2
2. Soit f(x,y) = x*+y*. Ona: f € C*(R?) et V(x,y) € R* : Hy(x,y) = (12x 0 ) est
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Problemes
el exercices

La visualisation géométrique des fonctions de deux variables (ou plus!)
constitue un défi pour celui qui peine a voir dans I'espace. Les premiers
exercices visent & accoutumer le lecteur & cette correspondance entre
I'équation du graphe et sa représentation, notamment & I'aide de sections
planes qui constituent des « tranches » du graphe. Suivent des énoncés
plus analytiques relatifs au calcul de limites, & I'étude de la continuité, la
dérivabilité et la différentiabilité. Les fonctions homogeénes sont ensuite
illustrées. Enfin, la détermination de matrices hessiennes et leur
interprétation en terme de concavité et convexité sont abordées. Dans ce
chapitre, compte tenu de la densité de la matiére, nous avons opté pour

une inclusion thématique des exercices appliqués a la gestion.

Domaine, graphe et courbes de niveau

EXERCICE 1

Enoncé

données.
/e
By = 7
_Iny
B fey)=—"r=
f(x,y) =In(x+y).
ﬂ f(x y Z) = w

BD={xyeR:y<Lety>0} = {(x.y) e R*:0 <y < x?}, représenté par la

figure 6.15, page ci-contre.

B D={(xy €R*:x> yety> 0}, représenté par la figure 6.16, page ci-contre.
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Figure 6.15

Figure 6.16

d|

EXERCICE 2

Enoncé

|
b
 Solution ]

y
4]
3
2
1
T T : T T X
-2 -1 1 2
y
2
1,5
14
] D
0,5
T T T T I T T T T I T T T T I T T T T I X
0,5 1 1,5 2

D={(xy eR:y> —x}
D={(x,y,2) e R®:y # 0 etz # 0}

Dans chaque cas, déterminez les courbes de niveau des fonctions de deux variables
données. Esquissez ensuite leurs graphes, en recourant, si nécessaire, a une méthode
numérique (le graphe peut étre vu comme un empilement de courbes de niveau qui
forment une surface dans R?).

fey) =x+y—1
fxy) = e0=2)
f(x.y) =y — cosx

D = R? et Im¢(R?) = {Z €ER:z=x+y—1l,oux,yc€ R} = R. La courbe de niveau
k € R est donnée par 'équation Cy = x + y — 1 = k. Les courbes de niveau sont donc
des droites (figure 6.17, page suivante) et le graphe de f est un plan (figure 6.18, page
suivante).

Domaine
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Figure 6.17 y

Figure 6.18 Z

B D =R etfR) = {z eR:z=e0) ou X,y € R} = R{. La courbe de niveau

k € Ry est donnée par ’équation Cy = e0=) = k, ou encore : G = y = x* 4+ Ink.
Les courbes de niveau sont donc des paraboles (figure 6.19, page ci-contre). Le graphe
de f est donné par la figure 6.20, page ci-contre. On observe notamment la croissance
exponentielle marquée lorsque les valeurs prises par y sont grandes et celles prises par |x|
sont petites.

D=R?etf(R?) ={z€R:z=y—cosxouxy€ R} =R.Lacourbe de niveau k € R
est donnée par C, = y = k + cosx (figure 6.21, page 186). Le graphe de f est esquissé
dans la figure 6.22, page 186.
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Figure 6.19
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Figure 6.21

Figure 6.22

Limites et continuite

EXERCICE 3

Enoncé

Donnez, dans chaque cas, les ensembles D et D, des fonctions dont on cherche les limites.
Ces limites existent-elles dans R?
1
lim
xy)—anx—y
3
lim > J >
(x,y)ﬁ(0,0) X +y
. xy
lim > >
(%)= 00) X~ + ¥

186  Les fonctions de plusieurs variables réelles

http://fribok.blogspot.com/



Solution Ja]

EXERCICE 4

Enoncé

D= {(x, y) eR*:x # y}, Dj; = R%. Cependant, la limite recherchée n’existe pas dans

R puisque :
. 1 . 1 1
lim ( ):hm(—):—:—l—oo
cy)—anp\x—y/) y=>1\1—y 0t
x=1,y<1 y<l
et
. 1 . 1 1
lim =lim|(— )= — = —.
()@ \X—y y=1I\1—y 0~
x=1,y>1 y>1

D = {(x,y) e R* : x* + y* # 0} = R\ {(0, 0)}, D = R?. La limite demandée conduit

Lo ., ., i . x = pcosb
a priori a une forme indéterminée. En passant aux coordonnées polaires : 6
¥y = psin
on obtient :
3 3.3
) sin® 6 . .
lim 4 = lim P = lim psin’ 6.
xy)—00) x2 +y> =0 p? p—0

Oro < \p sin’ 6| <pet lirr%) p = 0, d’ot1 par le théoreme de pincement :
p—>

3

= lim psin® 6 = 0.
p—0

lim ———
(x)—00) X* + y?
Remarque

on peut également utiliser le théoréme du pincement sans passer par les coordonnées polaires,
gréce aux inégalités suivantes :

. y v
WAy 2y 50| R < o = D
D = {(x,y) € R2 : x2 +y2 7& 0} = RZ\{(O, 0)}, D, = RZ' Commef(x,y) = %’
Xy
fGx %) : a s # 0, et f(x,0) 0 0,six # 0. D’ot
ona:f(x,x) = —— = — = —,six ,etf(x,0) = — = 0,six .D’ou
le—i—xz 2x2 2 x2

lim f(x,y)=-et lim f(x,y)=0= lim f(x,y) nexiste pas.
(%)= (00) 2 (x,y)—:)(0,0) (x)—(©00)

x=y y=

2
— - Montrez que

Soit f : R\ {(0,0)} = R : (x,7) > Ty

lim x,¥) = 0 de trois
(X,Y)A(O,O)f ( )’)

facons.

B D’apres la définition.

] D’aprés le théoreme de pincement.

En utilisant les coordonnées polaires.

Limites et continuité
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6x%y

B Soite > 0.1l faut trouver § > O tel que: 0 < /x> +y> <3 = e
XtTy

6x> 6x>
o < S el <o

-0

< E.

CommeV (x, y) #£(0,0): x4+ > x> =

€ 6x*
Si on choisit § = 6:0 <Jx*+yP<d=> 2+y2 —0‘ <6y/x2+y? <68 =c¢.
X Ty
6x%y . . .
B V(x.») #0,0:0< 5| <6 {y| et lim 6 |y| = 0 entrainent le résultat.
X< +y (x.9)—(0.,0)
x = pcosH )
Posons i . On obtient :
y = psin6
6x* 60> cos® Osin O
im Bl A lim P cos TamT lim (6p cos? 0sin 6) .
@y)—00) x> +y> 00 0? p—0

Or, 0 < ‘Gp cos? 0 sin 6| < 6pet 1in}) 6p = 0, d’ot1 le résultat par pincement.
p*)

EXERCICE 5

Enoncé

Dans chaque cas, étudiez la continuité des fonctions données.

Ayt
B fen=]eryp & E7F00
0 si (x,y):((),())
=y
B fep= |ty & @700
0 siv (x,) = (0,0)
X —(y—1?
EARY , 0,1
g(x,y) = x2+(y—1)2 (X )’)7&( )
0 si (x,y) =(0,1)
sin (< +7?)
Bien=| xvip o E)FOO0
! si (x,) = (0,0)
e —x—1
B /xy= 2 si x#0
Y si x=0
drop= |5 20
= 0 si x < y?

B Dans R?\ {(0,0)}, f est continue comme quotient de fonctions continues (polynomes) a

. ) . x = pcosb
dénominateur non nul. En (0, 0), en passant aux coordonnées polaires P -
y = psin
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on obtient :
_ xt +yt . p*(cos* 6 + sin* 6)
lim > S = lim >
(xy)—©00) X°+y p—0 9
= lin}) p? (cos46 + sin? 9) =0=f(0,0).
p—)

La fonction f est donc continue en (0,0) et DC = R2.
2.2

X . . . .
m Dans R?\ {(0,0)}, f(x, y) = Tyz est continue comme quotient de fonctions continues
X Ty
a dénominateur non nul. Toutefois, f n’est pas continue en (0,0) car la limite n’existe pas :

2

52 _

lim x,y) =lim— =1 et lim x,y) =lim = = —1 #4 1.

(x,w»o(omf (ey) = [ x? (x,y)_><o,0)f 7 y=0 y? a
Y= x=0

En conclusion : DC = R?\ {(0,0)}.

On peut écrire g(x, y) = f(x, y — 1), ou f est la fonction étudiée dans Iexercice précédent
(g est la composée d’un polynome et de la fonction f). Comme (x,y — 1) = (0,0) &
(x,y) = (0, 1), on obtient : DC = R?\ {(0, 1)}.

Bl Dans R? la fonction sin (x* + y*) est continue en tant que composée de fonctions
continues et, dans R?\ {(0, 0)}, f est continue comme quotient de fonctions continues a
dénominateur non nul. En (0, 0), on a, par passage aux coordonnées polaires :

' , sin(x* +y%) . sinp?
lim f(x, ): lim ————= =lim——-
(x,9)—(00) (=00 x*+y p—>0 o

Lindétermination résultante peut étre levée par la régle de 'Hospital :

sin p? 2p cos p?

lim = lim

=limcosp*=1=£(0,0
p—0  p2 p—0 2p p—0 P f( )

et f est continue en (0,0).
Finalement : DC = R2.

Remarque

. 2 .
. . Sin . oA P . SInx . .
le résultat : lim _zp = 1 peut aussi étre déduit de la formule lim —— = 1, établie dans le
p—

x—=0 X

chapitre 3 (exercice 8), et la propriété relative & la limite d’une fonction composée.

&—x—1
B Dans R?\ {(x, y)ix= 0}, fle,y) = x+ est continue en tant que quotient de

fonctions continues a dénominateur non nul. En les points (0, b), ou b € R,on a:
lim f(x,y) =limy=">0.
y—b

(x,)—(0.b)
x=0
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e —x—1
tandis que  lim  f(x, y) = lim ———— conduit a une forme indéterminée. Gréce
(x,y)»(O,b) x—0 X
x#0
. " . , . : e —x—1 1
a une double application de la regle de 'Hospital, on obtient : hm0 — Qe =5 il
x— X

. . . 1 . o
s’ensuit que f est continue en (0, b) uniquement pour b = 3 Le domaine de continuité

de f est finalement :

DC=(]R2\{(x,y):x=0})U{(0,%)} =(R0xnz<)u{<o, é)}

Dans A = {(x,y) : x > y*}, f(x,y) = x — y* est continue. Dans B = {(x,y) : x < y*},
f(x, y) = 0 est continue. Aux points de la parabole d’équation x = y2, la limite est nulle.
Il s’ensuit que : DC = R2,

Dérivées partielles, élasticités et différentielle

EXERCICE 6

Enoncé

Dans chaque cas, calculez toutes les dérivées partielles des fonctions données.
f(xy) =x*+3x7 — 6.

f(x,y) = xcos(e?).

(%7, 2) = xcos(xz) +In (2 — sin’(y + 2)).

BEB

Solution Il IR

— 2 g _ _ 4
" x’)’)—2x+3y,ay (x,y) = 6xy — 305",

g_f (x, ) = cos(e”) — xye” sin(e?), 2—f (x,y) = —x*¢” sin(e").
x y

8_ _ o g _ 2 sin(y + z) cos(y + z)
™ (x, ¥, z) = cos(xz) — xzsin(xz), 3y (x, ¥, z) = 2 —sinl(y +2)

8_f o B 2sin(y + z) cos(y + 2)

52 (x, ¥, z) = —x“ sin(xz) 2 —sinl(y+2)

EXERCICE 7

Enoncé

Dans chaque cas, étudiez 'existence des dérivabilités partielles et déduisez-en le domaine
de dérivabilité DD des fonctions données.
X
si (x,y) # (0,0)
B ay={+» () .
0 si (x,y) =(0,0)

B /Gy =|x+y
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2
X i (xy) #(0,0)

fy)y=1x+»

0 si (x,y) =(0,0)
2ty Si x £y
-] x-

B reyn=1*" :

—5 S1 X=y

¥ six>=0
Ef(x’y)_ ¥ si x<0
H ey =/|9l

2l

Dans Pouvert R?\ {(0,0)}, f est dérivable en tant que quotient de fonctions dérivables a

dénominateur non nul. En (0, 0), comme YAx € Ry : f (Ax, 0) = 0, il vient
Ax,0) —f (0,0 .
limf(x ) —J( ):hm0=0€R.
Ax—0 Ax Ax—0
of

La fonction f est donc dérivable par rapport a x en (0, 0) et 8—(0,0) =0.
X

De méme, on a par rapporta y:
0,Ay) —f(0,0
fim LM =FOO o per,
Ay—0 A)/ Ay—0

a
f est dérivable par rapport a y en (0, 0) et a—f(0,0) = 0. En conclusion, DD = R?.
y

Pour x+y > O et pour x + y < 0, f est dérivable en tant que polyndme. Les autres points
sont du type (a, —a), ot a € R. En ces points, f n’est pas dérivable par rapport a x car :
f(a+Ax,—a)—f(a,—a)_ 1 si Ax >0
Ax -1 si Ax<OF

Comme la fonction est symétrique en x et y, elle n’est pas non plus dérivable par rapport
ayen (a, —a), ota € R. Le domaine de dérivabilité de f est finalement :

DD = R*\ {(a, —a) :a € R}.
DD = R%.
Dans A = {(x, y) : x # y}, f est dérivable en tant que quotient de fonctions dérivables a

dénominateur non nul. En les points de la forme (g, a), o a € R, on a, lorsque Ax # 0:
2@+ Ax)+a 1

f(a—i—Ax,a)—f(a,a)_ a+ Ax—a 2_ 3a + 5 .
Ax N Ax C (Ax)?  2Ax
f(a+ Ax,a) —f (a,a)

Il s’ensuit que lim = 400 (# dans R).

Ax—0 Ax
La fonction n’est donc pas dérivable par rapport a x en (g, a) , Va € R. On montre de la

méme fagon qu’elle n’est pas dérivable par rapport a y en ces points.
En conclusion : DD = R?\ {(a, a) : a € R}.

B DD =R*\{(0,b) : b € Ry}
DD = {(x,y) e R:xy # 0} U{(0,0)}.
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EXERCICE 8

Enoncé

EXERCICE 9

Enoncé

ExerciCcE 10

)

Soit les fonctions f et g de R” — R, différentiables dans R", et le point a € R" tel
que : f(a) # 0 et g(a) # 0. Montrez que toute élasticité partielle de la fonction produit
fg : R" = R : x — f(x)g(x) est égale a la somme des élasticités correspondantes des
deux fonctions:Vi=1,...,n: E}g(a) = E}(a) + E;(a).

i e (), . a % 8_g
9= @ o @ fag@ (g(“) o @ T D (”)>
_ @ Of a4 %
=@ 15 @ o @

Le revenu brut R d’une firme qui produit un bien unique est égal au prix de vente unitaire
p multiplié par la quantité vendue, g, elle-méme fonction du prix : R(p) = pq(p).
Utilisez le résultat de I'exercice 8 pour calculer I'élasticité du revenu par rapport au prix.

Interprétez ce résultat.

ER(p) = Eby(p) = Eb(p) + Ef(p) = 1 + Ej(p).

Comme I’élasticité de la demande est naturellement négative (la demande décroit lorsque
le prix augmente) on peut réécrire P'expression précédente sous la forme :

Br(p) =1 [E)(p)|.

Si la demande est tres élastique (|E§( p)| > 1), une augmentation de prix réduit suffi-
samment la demande pour que le revenu chute. Si la demande est faiblement élastique
(|Eg ( p)| ~ 1), la croissance du prix influence peu le revenu. Enfin, si la demande est

inélastique (|E§ (p) | < 1), alors une croissance du prix entraine une croissance du revenu.

x
Soit f définie par f(x, y) = { *¥* +*
0

si (x, y) = (0,0)
si (x, y) = (0,0)‘

Calculez Iélasticité partielle de f par rapport a x.

xy si (x, y) # (0, 0)
1 si (x, y) =(0,0)
Calculez I'élasticité partielle de g par rapport a y.

Soit g définie par g(x, y) = {
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EXERCICE 11

Enoncé

Solution!

EXERCICE 12

Enoncé

La fonction f est dérivable dans R2. Toutefois, I’élasticité partielle par rapport a x ne peut

étre calculée aux points de la forme (g, 0) ou (0, b), ol la fonction s’annule. Aux autres
bz _ az

oints (a, b),ona: Ef (a,b) = ——-
points (a, b) Fa.b) =

Gl b
) (a,b) = 2 _ 1 (élasticité
dy ab

b
Aux points (a, b) tels que ab # 0,on a: Eﬁ (a,b) = p
a

unitaire).

La fonction de demande d’un individu pour un bien déterminé est donnée par :
Q(p1,p2,p3,R) = —1,5Inp; + 2lnp, — 0,21Inps + 0, 01R, ol p; représente le prix
du bien considéré, p, et p; sont les prix de deux autres biens et R désigne le revenu de
lindividu.

Calculez les élasticités Efy et Ef) en p; = 10, p, = 20, p3 = 40 et R = 2000.

2
Elg = 6 et Q (10, 20, 40,2000) = —1,5In10 + 21n20 — 0,21n 40 + 20 = 20, 18.

= Eg (10, 20, 40, 2000) = =0,0991.

20,18

Y

_072 .
De méme, comme Eg = 0 , on obtient : EIS (10, 20, 40, 2000) = = —0,0099.

’

Remarque

La croissance du prix p, entraine une augmentation de la demande Q de bien 1. Les biens 1

et 2 sont donc des « substituts ». A l'inverse, la croissance du prix p; entraine une décroissance
de la demande Q de bien 1. Les biens 1 et 3 sont donc « complémentaires ».

of

0
Pour chacune des fonctions suivantes, calculez, si elles existent, B_f (0,0) et 3 (0, 0).
x

Déduisez-en I'expression de I’éventuelle candidate différentielle en (0,0)? La fonction
est-elle différentiable en (0,0)?

4 x
fap=1arp o BNFEOO

0 si (x.7) = (0.0
f(x»)’) = |X| +)/
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3

x .
fap =g, o )OO

0 si (x,y) =(0,0)
y3—x4 .
—_—/ S1 X
Bl Gy =2+ g
0 six=y

A ln M_l —2:1;532—{((0,0):1,

x—0 x—=>0x —
0,y) — (0,0 2 -0 )
etlimwzlim _hmy—0:>5|—f(0 0) =0.
y—0 y— 0 x—~>0 y — 0 x—0
Comme f est dérivable en (0,0), la candidate différentielle cdf(o,o) existe et vaut :
0 d
cdfoo) = a—f(O, 0)dx + a—f(O, 0)dy = 1.dx + 0.dy = dx.
x y

La fonction f est différentiable en (0,0). En effet :

f(h, k) —f(0,0) — %(0, 0)h — %(0, 0)k
ax ay

lim
(h,k)—(0,0) /W2 4 k2
hs h 2 4
Krh+k \
: h2 4 k2 . k
= lim = lm ——-—
(h,)—(0,0) V2 + k2 (ho—0.0) (h* + k?)3/2

. L 0 . .
— indétermination du type o qui peut étre levée comme suit :

V(i k) e R? - (B + k)% > (1) = |k

R S o

(W2 4+ k2)32 = |k
R S

(hb—©.0) (h? + k)32 =

=VheR VkeR):0< = |k|

=VheR VkeR):0< hm|k|—0
k4
li —_—— =
= (h)>(0.0 (h* + k)32
La candidate différentielle obtenue plus haut est donc une « vraie » différentielle :

df((),()) = dx.
B /(x. » = x| + y n’est pas dérivable, et donc pas différentiable, en (0,0). En effet :
,0 —f(0,0 . -0 .
lmf—(x ) /0.0 = lim =0 = lim mﬂ

x—0 x—0 x=>0 x—0 x—0 X

0 d
%C(O, 0) = 1et %(0, 0) = 0. La candidate différentielle est donc : cdfp) = dx. La

fonction n’est cependant pas différentiable en (0,0). En effet, en passant en coordonnées
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Chapitre

polaires, on montre que :

W
L _0-h
lim Rtk lim iﬂ
(h,k)—(0,0) VHh k2 (h.l—(0,0) (h2 4 k2)3/2 :
af of . ’ o
d] 8_(0’ 0) =0et 8—(0, 0) = 1, cdf.0) = dy. Lafonction f n’est pas différentiable en (0,0).
X y

EXERCICE 13

Enoncé

Dans chaque cas, calculez la différentielle des fonctions données en un point quelconque.
B /MR ->R:kxy2 >y +y2x0.
B /MR >R (x,p) = &y e, y).

B} f estun polynéme = f est différentiable dans R’ et la différentielle en (x, y, z) est donnée

a ) )
par: alf()C ) = —fdx + —fdy + —fdz = Qxyz’ +3y°xN)dx+ (*2° +2px°)dy + 3x7yZ  dz.
k4 dx dy 0z

BJ Les trois composantes de f sont différentiables dans R?, donc f est différentiable dans R*

et:

3x3? 2%y " 3x?y2dx + 2x°ydy
Vi(xy)=| & & | = dfiey =Vf(xy). ( P ) =| &Vdx+ &My
Y
0 1 dy

EXERCICE 14

Enoncé

On considere la fonction de production de Cobb-Douglas a deux facteurs et a rendements
constants définie par f (x, y) = x*y' ™ (a > 0).

1
Que vaut cette fonction en (xg, o) = (10, 10) et en (x, y) = (10,1; 9,95) lorsque a = 5?
Par différence, déterminez 'accroissement Af correspondant.
Déterminez la différentielle de cette fonction.

QE A

1
Pour a = -, déduisez-en 'approximation linéaire de f au point (x, y) = (10,1; 9,95) en

prenant comme référence le point (xo, ¥9) = (10, 10).

Comparez l'accroissement exact de la fonction a son approximation linéaire a partir de
(%0, y0) = (10, 10), en prenant successivement les points suivants :
(10,1; 9,5), (10,4; 9,4), (11, 9), (12; 8,2) et (13, 8).

B roua=L ()= v

= £(10, 10) = 10 et (10,1; 9,95) = 4/(10,1) (9,95) = 10,0247.
= Af = £(10,1; 9,95) — £(10, 10) = 10,025 — 10 = 0,0247.
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La différentielle en (x, y) est donnée par : dfix ) = ax* 'y =%dx + (1 — a)x?y%dy.
y p (x.y) y y Cay

1 1 [y 1 [x
P =-:d =—/%dx+ = [-dy.E ticulier :
our a 5 Ifix.p) 2\/; x 5 \/; ly. En particulier

1 /10 1 /10 dx + dy
oo = 3y o™+ 3V 10Y = 2

1
= f(x,3) = £(10,10) += [(x — 10) + (y — 10)].
—_— 2
10

Ainsi, £(10,1; 9,95) = 10,025 est une bonne approximation de la valeur exacte donnée
par: £(10,1; 9,95) = 10,0247.

ﬂ Pour les points donnés, on a respectivement a partir de (xo, o) = (10, 10) :
£(10,1; 9,5) — £(10, 10) = 9, 7954 — 10 = —0, 2045

dont Papproximation linéaire est :
df10,10(10,1 — 10; 9,5 — 10)

= df(10,100(0,1; —0,5) = w =-0,2;
f(10,4; 9,4) —f (10, 10) = 9,8873 — 10 = —0,1126
et df10.10(0,4; —0,6) = w =-0,1;
£(11,9; 9) — £ (10, 10) = 10,3489 — 10 = 0,3489
et dfii010(1,9; —1) = L1 ous.
f(12; 8,2) —f (10, 10) = 9,9196 — 10 = —0,0803
et dfii010)(2; —1,8) = 2 _21’8 =0,1;
f(13,8) —f (10, 10) = 10,1980 — 10 = 0,1980
et dfo10(3; —2) = ? =0,5.

Remarque

L'approximation de Af = f (x, y) — f (10, 10) devient moins précise lorsque (x, y) s'éloigne du
point (10,10).

EXERCICE 15

Enoncé

La fonction de production d’un entrepreneur est donné par K 3.Li, 00 K représente le
capital utilisé et L le travail. Actuellement, il utilise 9 unités de capital et 16 unités de travail.
Déterminez par approximation linéaire la production obtenue s’il augmente d’une unité
le capital et de deux unités le facteur travail.
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La fonction f(K,L) = K 2.L7 est différentiable dans (R(T)z. On a, par approximation
linéaire :

1 3 25
£(10,18) ~ £(9,16) + V£(9,16).(1,2) = 6 + SX 1+ x2=64 =652

Fonctions homogeénes

EXERCICE 16

Enoncé

Montrez quesif : R? - R : (x, y) — f(x, y) est différentiable et homogene de degré k
of

0
dans R?, alors — et a—f sont homogenes de degré k — 1 dans R,

ox y
Soit . = 0:

a A h, Ay) — f(Ohx, N
—f(Xx, ) = 1imf( x+h,\y) — fOx, hy)
ax h—0 h
h
f ()\ <x+ Ky)) — O, Ay)
= }lim - .
o A=
A
Comme f est homogene de degré k : f (A (x, 7)) = »f(x,y), on obtient, en posant
w="
IS

k .
g()\x, Ny) = L lim MG+ - fey) = )\kflg(x,
0x N =0 W Ix

»)

La démonstration est similaire pour P
y

EXERCICE 17

Enoncé

On considere trois fonctions :

f : R? > R, homogene de degré 2 et différentiable dans R?;
¢ : R? - R, homogene de degré 1 et différentiable dans R?;
h: R — R, homogene de degré 1 et différentiable dans R.

d af (3
B} Sachant que f(3,4) = 5 et que 8—f(3, 4) = 4, calculez f (6, 8) et f (5’ 2).
y

dy
BJ LafonctionF:R — R:t— F(t) =f (g(h(t), 1), t) est-elle homogene? Si oui, de quel
degré?
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B} / est homogene de degré 2 = f(6,8) = f(2(3,4)) = 22f(3,4) = 20. D’autre part,

0 of (3 of (1

d’apres Pexercice 16, —f est homogene de degré 1, d’our : —f -2 = —f -(3,4) ) =
dy ay \ 2 ay \ 2

10f

-2(3,4) =2.
2 dy
B} Onapourx>o0:
F(ht) = f (g(h(h), M), ht) = f (g(0h(D), M), ht) = f (g (M(R(D), 1)) , hi)
=f (ng(h(®), t), M) = f (M (g(h(), 1), 1)) = 2°f (g(h(D), 1), ) = W*F(1).

La fonction F est donc homogene de degré 2.

EXERCICE 18

Enoncé

Montrez que la fonction de production de Cobb-Douglas Q(L, K) = AK®LP, (A >
0,a,p € (0, 1)) est homogene dans (]Rf{)z.

Soit A > 0.0na: Q(AL, WK) = ACWK)“(AL)P = ANHPKELP = 30 +BQ(L, K).

Matrice hessienne, fonctions concaves
et convexes

EXERCICE 19

Enoncé

Dans chaque cas, la fonction donnée est-elle (strictement) concave dans R?? (strictement)
convexe dans R??

B ey =x+y —x.
B fxy) =y +x.
fx,9) = —(x+p?— %

Solution Remarques préliminaires :

1. Toutes ces fonctions sont des polyndmes, donc de classe C* dans R?.

2. Les résultats relatifs aux matrices (semi)définies ont été établis dans les exercices du
chapitre 5.

—1 . o .
2) est définie positive = f est strictement convexe

B Vi) e R*:Hp(x,y) = (
dans R?.

-1
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0 1
B Vi, € R? : Hp(x,y) = ( > est indéfinie = f n’est ni convexe, ni concave

1 6y
dans R?.
4 —
V(x,y) € R* : Hy(x,y) = < 5 2) est définie négative = f est strictement concave
dans R

ExercICE 20

Enoncé

Etudiez la convexité de la fonction de Cobb-Douglas Q(L, K) = AK®L? (avec A >
0,a,p € (0,1)).
— K2 KL
La fonction est de classe C* dans (R(T)z et: Ho(K, L) = ale = DKEQ op Q2 .
apKLQ BB —DLQ

Pour appliquer la méthode des mineurs principaux (voir chapitre 5, section 7.3), on
détermine :

detHgy = a(o — DK?’Q <0 (car a < 1),
et

det Hpy = (afa — DBB — 1) — &?B*) K’L°Q* = ap (1 — a — B) K’ L*Q?

de méme signe que [1 — (a4 B)].
+Sia+ B < 1,alors det Hp) > 0 et Q est strictement convexe.
«Sia+ P = 1, alors det Hyy = 0, ce qui ne permet pas de conclure. Un calcul direct

montre que: VY(x, y) € R*: (x, y)Ho(K, L) (x) =a(l@a—1)Q (Kx + Ly)2 < Opuisque
y

0 <a< letQ>0.Q estdonc convexe.
«Sia+P > 1:detHp < 0 = Qn’est ni convexe, ni concave.

ExercICE 21

Enoncé

Soitf € C2(R")etg: R — R:t— g(t) =f(a+t(b —a)),ota,beR"(a#b).
Déterminez ¢'(t) et g"(¢).

En appliquant a g la formule de Mac Laurin a Pordre 1 vue dans le chapitre 3 (section 5)
pour les fonctions d’une seule variable, déduisez-en la formule suivante (formule de
Taylor a I'ordre 1 pour les fonctions de n variables) :

fx) = f(a)+Z—(a)(x1 @) + - Zza o @+ 06— @) (i = ) — )

i=1 j=1

oubf e (0,1).

Exprimez ce résultat sous forme matricielle.
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n La fonction g est une fonction composée: g =fohouh: R —- R": t - a+ t(b — a).
D’apres la chain rule,on a :

, "L of d(ai+tb—a)) <= Of
g(t)zé;}q(aﬂ(b—a» - =;a—9q<a+t<b—a)><b,~—a».

Une seconde application de la chain rule conduit a :

g//(t) — ZZ

i=1 j=1

(a + t(b —a)) (b; — a,')(bj — aj).

Remarque
*f 9

0x;0x; a 0x;j0x; .

comme f € C*(R"), |'ordre de dérivation est indifférent :

) Laformule de Mac Laurin (formule de Taylor au voisinage de 0) a 'ordre 1 indique que :

g(t)—g(0)+g(0)t+g( D ouee ) (1)

Dans le cas présent :

"9
g0) =f(@).g©0) =) a—i(a)(bi — )
i=1
et

g(%-ZZa @+ 01— @) (b~ a) (b~ .

i=1 j=1

En remplagant dans (1), on obtient :

"\
gty =f(a+tb—a) =f(a)+ Z a—i(a)(bi —apt

+ii

i=1 j=1

(a + 0t(b — a)) (bi — a;) (b; — a)t>.

Finalement, pour t = 1 et b = x, il vient :

f@)= f(a)+2—<a)<x,—al)+zza g @ HOG =) (= @)~ a)

i=1 j=1

ouf e (0,1).
1
f(x) = f(a) + Vf(a).(x — a) + 3 (x—a) .Hf(a+0(x—a)).(x—a),oub e (0,1)et
X1 — adp
(x — a) représente le vecteur colonne
Xy — day
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