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Introduction

POURQUOI DES MATHEMATIQUES EN GESTION 7

EXEMPLE 1 : MAXIMISATION DU PROFIT D’'UNE ENTREPRISE

Imaginons une entreprise qui fabrique une quantité g d’'un produit et le vend a un prix p. L'objectif
principal de cette entreprise est de maximiser son profit 7 en fixant un prix de vente optimal p* lui
permettant d’atteindre son objectif. Son probléeme se formalise de la maniere suivante :

* Quantité demandée : g =10-2p, c'est une fonction du prix p;

* Revenu total : R(p) = px g =-2p*+10p, c'est une fonction du prix p;

e Colit total : C(q) =50+4g =90—-8p, c'est une fonction du prix p;

* Profit : m(p) = R(p) — C(g) = —2p?* +18p — 90, c’est une fonction du prix p.

Pour maximiser le profit, il faut d'abord dériver la fonction du profit m(p) par rapport au prix p et

!

égaliser la dérivée 7, ainsi obtenue a zéro. On trouve p* =4.5 dirhams.
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EXEMPLE 2 : MAXIMISATION DU PROFIT D’UNE ENTREPRISE

Reprenons I'’exemple précédent et supposons que I'entreprise doive fixer a la fois le prix de vente
optimal p* et la quantité optimale a produire g* qui maximisent sont profit 7. Son probleme se
formalise comme suit :

* Revenu total : R(p,q) = p x g, c’est une fonction du prix p et de la quantité q;
e Colit total : C(q) =50+ 10g, c'est une fonction de la quantité g ;
* Profit : m(p,q) = q(p—10) —50, c'est une fonction du prix p et de la quantité q.

Pour maximiser le profit, il faut d’abord dériver la fonction du proflt Jr(p, q) par rapport au prix p

et par rapport a la quantité q et égaliser les dérivées partielles np et nq ainsi obtenues a zéro. On

trouve p* =10 dirhams et g* =0 unités (quantité non pertinente!).
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EXEMPLE 3 : PLANIFICATION DE LA PRODUCTION

Imaginons que cette entreprise fabrique deux produits A et B, nécessitant chacun du temps de
machine (elle en dispose de 100 heures) et des matériaux (elle en a 200 kg):

Produit A | Produit B
Temps de machine par unité produite 2h 1h
Matériaux par unité produite 3kg 2kg
Profit par unité vendue 30dh 20dh
Nombre d'unités produites X ¥

L'objectif de I'entreprise est de fixer les quantités optimales x* et y* des produits A et B qui lui
permettent de maximiser son profit total m(x,y) = 30x+20y sous les contraintes des ressources
disponibles :
2x+1y =100 (Temps de machine)
{ 3x+2y =200 (Matériaux)

Une solution possible de ce systeme d’équations linéaires est : x* =0 et y* =100.
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OBJECTIFS DU COURS

OBJECTIF 1 : APPRENDRE A ETUDIER DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE
* Domaine de définition, limites et continuité d'une fonction d’une seule variable;
* Dérivées, convexité et optimisation d'une fonction d'une seule variable;

* |ntégration d'une fonction d'une seule variable.

OBJECTIF 2 : APPRENDRE A ETUDIER DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
* Continuité, dérivée et convexité d'une fonction de plusieurs variables;;
* Fonctions homogenes et fonctions implicites;
* Optimisation et optimisation sous contrainte d'une fonction de plusieurs variables.

OBJECTIF 3 : APPRENDRE A RESOUDRE DES SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES
* |nitiation au calcul matriciel

* Résolution de systemes d'équations linéaires
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PLAN DU COURS

CHAPITRE 1 :
CHAPITRE 2 :
CHAPITRE 3 :
CHAPITRE 4 :

RAPPELS SUR LA THEORIE DES ENSEMBLES
FONCTIONS D’UNE SEULE VARIABLE REELLE
FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES
ELEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE
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CHAPITRE 4 :
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CALCUL MATRICIEL

SECTION 4.1 :
CALCUL MATRICIEL

SOUS-SECTION 4.1.1 : DEFINITIONS
SOUS-SECTION 4.1.2 : OPERATIONS SUR LES MATRICES
SOUS-SECTION 4.1.3 : CARACTERISTIQUES DES MATRICES CARREES




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

SOUS-SECTION 4.1.1 :
DEFINITIONS

* MATRICE
* VECTEUR
¢ MATRICE RECTANGULAIRE

* MATRICE TRIANGULAIRE
* MATRICE NULLE
i * MATRICE OPPOSEE
* MATRICE CARREE * MATRICE TRANSPOSEE
¢ MATRICE SYMETRIQUE

* MATRICE ANTI—SYM}:DTRIQUE

¢ MATRICE DIAGONALE
¢ MATRICE IDENTITE

* MATRICE SCALAIRE




Eléments d’algebre linéaire g

CALCUL MATRICIEL

MATRICE

Une matrice de taille nx m est un tableau de nombres, appelés éléments ou coefficients, rangés
en n lignes horizontales et m colonnes verticales :

all e al] e alm

a}'ll cee anj e anm




Eléments d’algebre linéaire g

CALCUL MATRICIEL

NOTATION
Une matrice est désignée par une lettre majuscule en précisant parfois sa taille Ay ;. Ses coefficients
sont notés par la lettre minuscule correspondante "a" affectée des indices de la ligne i et de la
colonne j sur lesquelles ils se situent :
all e alj Y alm
Apxm= @i - a4 o aim| =laij] ..
anl oo an] e anm
v
EXEMPLES
5 0 2
2 5 4
Ax3=1g 4 3 B3xg=17 1 3
4 1 6




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

VECTEUR
Un vecteur x est une matrice composée d'une seule ligne ou d'une seule colonne.

EXEMPLES

w=[l 5 2] x=[3 6 2 1] y=

B W N =
N
1l

QL = W N =




Eléments d’algébre linéaire O

CALCUL MATRICIEL

MATRICE RECTANGULAIRE
Une matrice rectangulaire de taille 7 x m est une matrice qui n'a pas le méme nombre de lignes
que de colonnes (i.e. n# m).

v

EXEMPLES

A3x2 =

LN ) ]
=)
D W N
— s O
AN, |

9
5 B3xs5 =
1

=~ O W
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CALCUL MATRICIEL

MATRICE CARREE

Une matrice carrée d'ordre n, notée A, est une matrice qui a le méme nombre n de lignes que de
colonnes. Les coefficients qui se trouvent sur des lignes et des colonnes de mémes indices forment

la diagonale principale de la matrice carrée.
v

EXEMPLES

w o g =
"SI \CRNE) I\
= O = O
— = O

&

|
LN ES) BN &
— -0 B O
DWW
— -] UG
B = 01 = 1




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL

MATRICE DIAGONALE

Une matrice diagonale est une matrice carrée d'ordre n, dont les coefficients hors diagonale sont
tous nuls. Elle est notée D, =diag( di1 , do2 ,-+-, dpn ).

v

EXEMPLE

=diag(1,5,0,1)

o o O
oS © o O
o © O O
- o O O
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CALCUL MATRICIEL

MATRICE IDENTITE

Une matrice identité d'ordre n (ou une matrice unité), notée I,, est une matrice diagonale dont
tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1, c'est a dire : I, =diag(1,1,---, 1).

v

EXEMPLES

L=|0 1 0 L=y o 1 o
1
00 0 0 0 1




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL .

REMARQUE

Il ne faut pas confondre une matrice unité qui est une matrice diagonale dont tous les coefficients
diagonaux sont égaux a 1 avec une matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.

V.

EXEMPLES
1 1 1 1 0 0
As=1]1 1 1 L=[0 1 0
1 1 1 0 0 1
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CALCUL MATRICIEL

MATRICE SCALAIRE
Une matrice scalaire A est une matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont égaux

a un scalaire a, c'est a dire : A=diag(a, a,--, a).
EXEMPLES
30 0 D406
A=(0 3 0 B=
0 0 3 0 0 4 0
0 0 0 4




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL

MATRICE TRIANGULAIRE INFERIEURE

Une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée dont les coefficients situés au dessus

de sa diagonale principale sont tous nuls.
.

EXEMPLES

w o N~
[N \CRN&) ]
= O O O
-_o O O

o

Il
NN BN &)
= =]
S wNN oo
- O O O
= O O O O




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL

MATRICE TRIANGULAIRE STRICTEMENT INFERIEURE

Une matrice triangulaire strictement inférieure est une matrice carrée dont les coefficients

diagonaux et les coefficients situés au dessus de sa diagonale principale sont tous nuls.
.

EXEMPLES

w o N o
=N OO
= O O O
oS © O O
oy
Il
LN RS2 BN e
—_— -0 O O
o W o o o
- O O O
e o e e @




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL .

MATRICE TRIANGULAIRE SUPERIEURE

Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée dont les coefficients situés au dessous
de sa diagonale principale sont tous nuls.

v

EXEMPLES

=

11
)
«

o]

Il
o o w
o v ©
SN

0 4




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

MATRICE TRIANGULAIRE STRICTEMENT SUPERIEURE

Une matrice triangulaire strictement supérieure est une matrice carrée dont les coefficients
diagonaux et les coefficients situés au dessous de sa diagonale principale sont tous nuls.

EXEMPLES

0256
0 5 00 1 4
A‘[oo] B=1o 0 0 6

000 0




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL

MATRICE NULLE

Une matrice nulle est une matrice de taille n x m, notée O,x;,, dont les coefficients sont tous

nuls. J

EXEMPLES

S O O
oS O O
S O O

S O O
= © @
oS O O
oS O O
S O O




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

MATRICE OPPOSEE

La matrice opposée (ou I'opposée) de la matrice A= [a;j]uxm est une matrice de méme taille,
notée —A, dont les coefficients sont les opposés des coefficients de la matrice A, c’est a dire :
-A= [—a,-j]nxm.

EXEMPLE

3 9 -3 -9
A: 6 5 —A= —6 —5
4 1 -4 -1




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL

MATRICE TRANSPOSEE

La matrice transposée (ou la transposée) de la matrice A= [@ijlnxm est une matrice de taille
mxn, notée AT, A’ ou ‘A, dont les lignes et les colonnes sont respectivement les colonnes et les
lignes de la matrice A, c'est a dire : AT = [ajilmxn-

v

EXEMPLE




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL

MATRICE SYMETRIQUE

Une matrice symétrique A est une matrice carrée dont les coefficients symétriques par rapport a

sa diagonale principale sont identiques.
.

EXEMPLES

w o N =
PN SR LN |
oo N O
— o R W
o
Il
[6) &) B \S RN &) |
— s W s O
[opJ&) BN \CRESLIN \V]
— =] U1 R G
e 2 )]




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

PROPRIETE

La transposée AT d'une matrice symétrique A est égale a la matrice A, c'est a dire : AT = A,

EXEMPLE

AT

w o N =
=N o
oo N O
— O W
Il
w o N =
=N O N
D OO
— o s W




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

MATRICE ANTI-SYMETRIQUE

Une matrice anti-symétrique A = [a;;] est une matrice carrée dont les

par rapport a sa diagonale principale sont des opposés.

coefficients symétriques

v

EXEMPLES
0o -7 0
7 0 =2
A= 0 2 0
3 4 6

-5 5
-4 1
5 -6
0 1
-1 0




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL

PROPRIETE

La transposée AT d'une matrice anti-symétrique A est égale 3 I'opposée de la matrice A, c'est 3
dire : AT = - A.

v

EXEMPLE
0o -7 0 -3 0 7 0 3
|17 0 -2 -4 T _|[-7 0 2 4]
A= 0o 2 0 -6 A= 0 -2 0 6| 4
3 4 6 0 -3 -4 -6 0




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

SOUS-SECTION 4.1.2 :
OPERATIONS SUR LES MATRICES

* COMPARAISON DE MATRICES

* ADDITION DE MATRICES

* SOUSTRACTION DE MATRICES

e MULTIPLICATION D’UNE MATRICE PAR UN SCALAIRE
* PRODUIT SCALAIRE

* PRODUIT MATRICIEL

* PUISSANCE D’UNE MATRICE




Eléments d’algebre linéaire g

CALCUL MATRICIEL

COMPARAISON DE MATRICES
Deux matrices A = [a;jlnxm et B = [b;jlpxq sont égales si elles ont la méme taille (i.e. n=p et
m = q) et si leurs coefficients correspondants sont identiques, c'est a dire : a;; = b;;.

v

EXEMPLES
2 5 2 5 1 0 1 0 5
o P I RO S P B N

A=B B#C
A#£C B#D
A#D C#D




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

ADDITION DE MATRICES

L'addition de deux matrices de méme taille A= [a;;lnxm €t B = [Djjlyxm est une matrice de méme
taille A+ B obtenue en additionnant leurs coefficients correspondants :

A+B=laij+Dbijlnxm

EXEMPLE

(o<l \S]
=
w

2+44 5+1 4+8
= A+B=lg11 448 3+6

9 12 9

Is 2 ol

o

Il
S
—
co




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

SOUSTRACTION DE MATRICES

La soustraction de deux matrices A et B est simplement la somme de la matrice A et de
I'opposée de la matrice B: A—B= A+ (—B).

EXEMPLE




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL

MULTIPLICATION D’UNE MATRICE PAR UN SCALAIRE

Le produit d'une matrice A= [a;;] par un scalaire a est une matrice @A (notée également a- A ou
a x A) obtenue en multipliant tous les coefficients de la matrice A par le méme scalaire a, c'est a

dire : aA=[aa;;].

EXEMPLE

2x2 2x5 2x4

2A=1948 2x4 2x3

2 5 4
8 4 3

[4 10 8
“l16 8 6




Eléments d’algebre linéaire g

CALCUL MATRICIEL

PRODUIT SCALAIRE

Le produit scalaire de deux vecteurs de méme taille A= (ay,az, -+, ay) et B= (b1, by, ,by) est
un scalaire, noté (A, B) ou A.B, donné par :

n
(A,B)=a1by + azby + -+ apnb, = ) a;b;
i=1

Si les vecteurs A et B sont identiques, (A, B) est appelé carré scalaire.

EXEMPLE

A=(2,5,3) B=(4,1,6)
(A,B)=2x44+5x14+3x6=31




Eléments d’algebre linéaire g

CALCUL MATRICIEL

PRODUIT MATRICIEL

Le produit matriciel de deux matrices A= [a;jlnxp €t B = [b;jlpxq est une matrice de taille nx g,
notée AB, A-B ou Ax B, dont les coefficients 7;; sont donnés par la produit scalaire de la ligne i de
la matrice A et la colonne j de la matrice B : 71;; = ajnbyj+---+ajxbgj+---+aiphp; = Z’,::I a,-kbkj)

DANS LA PRATIQUE

all e alk e alp
A—|apn -+ ajx - aip Tij — AB
anp1 o Qupk anp




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

EXEMPLE
1 7 1 0
On considére les matrices A= |3 5| et B= [2 3]. Le produit matriciel AB est donné par :
4 2
1 0
o]
1 7]]15 21
A— |3 5| |13 15| —AB
4 2 8 6




Eléments d’algebre linéaire g

CALCUL MATRICIEL

REMARQUE 1

Si I'une des matrices A et B est nulle alors leur produit AB est par construction nul. Le contraire
n'est pas nécessairement vrai : le produit AB peut étre nul sans qu'aucune des matrices A et B ne

le soit. )
EXEMPLE
0 O 2 3 0 O
A= [O 0] =02x2 B= [0 0] # 022 = AB= [0 O] =02x2
0 1 2 3 0 0
A= [0 2] #0242 B= [0 0] #0242 = AB= [0 0] = 02x2




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

REMARQUE 2
L'égalité des produits matriciels AB et AC n'implique pas nécessairement |'égalité de B et C.

EXEMPLE

B=s 3| |= 4am-ac=|y 3

20 12




Eléments d’algebre linéaire g

CALCUL MATRICIEL

PUISSANCE D’UNE MATRICE

La puissance r d'une matrice carrée A d'ordre n, notée A", est le produit matriciel de cette matrice

par elle-méme r fois :
AT=AxAx---x A
—_—

r facteurs
En particulier : A=,
Al=A
AP=AxA

AB=AxAxA=A’>x A

Ar:Ar—l < A




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

EXEMPLE

2 5
a=i
2 5|2 5] [24 25
2 _ _ —
A_AXA_[4 3] [4 3]_[20 29]
24 25][2 5] [148 195
3 _ A2 _ —
A=A XA‘[zo 29] [4 3]_[156 187]

148 195][2 5] [1076 1325
4 _ 43 _ _
A=A XA_[ISG 187] [4 3]‘[1060 1341]




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

MATRICE IDEMPOTENTE

Une matrice carrée A d’ordre n est dite idempotente si elle vérifie A% = A.

EXEMPLE
2 -3
A=1|-1 4
1 -3
2 -3
A2=|-1 4
1 -3

-5

—4

|

2
-1

-3
4
-3

-5

—4

|




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL

MATRICE NILPOTENTE

Une matrice carrée A d'ordre n est dite nilpotente d’indice r € N* sj ses puissances s'annulent a
partir d'une certaine valeur de r, c'est a dire :

Ar_l # Onxn et Ar = Onxn

EXEMPLE
1 1 3 0 0 0 0 0 O
A=|5 2 6 A=[3 3 9 A=[0 0 0
-2 -1 -3 -1 -1 -3 0 0 O




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

<

il
f(

SOUS-SECTION 4.1.3 :
CARACTERISTIQUES DES MATRICES CARREES

* TRACE
¢ DETERMINANT
* INVERSE




Eléments d’algebre linéaire Q

CALCUL MATRICIEL

TRACE D’UNE MATRICE CARREE

La trace d'une matrice carrée A d'ordre n, notée rr(A), est égale a la somme de ses coefficients
diagonaux, c'est a dire : r(A) =ay +axp +---+ any.

v

EXEMPLE

tr(A)=2+3+1=6

S
Il
N o= N

\CRNSUINS) |
= N W




Eléments d’algebre linéaire g

CALCUL MATRICIEL

DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Le déterminant d’'une matrice carré A est un scalaire, noté det(A) ou |A|, qui caractérise la matrice
A et qui intervient, entre autres, dans le calcul de sa matrice inverse, de ses valeurs propres, du
rang d'une matrice et aussi dans la résolution des systémes d'équations linéaires.

DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE D’ORDRE 2

Le déterminant d'une matrice carrée A d'ordre 2 est un scalaire, noté det(A)
ou |A|, donné par la différence entre le produit des coefficients diagonaux et le

produit des coefficients hors diagonale : ‘ a><c
a c a c¢
A= b d ES det(A)—‘ b d ‘—ad—bc b d

EXEMPLE

1 2 1 2
A=[3 4] = det(A):'s 4':(1><4)—3(><2):—2




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE D’ORDRE 3 : REGLE DE SARRUS

) . . . p . . , a
Le déterminant d’'une matrice carrée A d'ordre 3 est un scalaire, noté a
det(A) ou |A|, calculé par la régle de Sarrus qui consiste a recopier, as
dans l'ordre, les deux premiéres colonnes a droite de la matrice puis

additionner les produits des coefficients des diagonales descendantes

et soustraire les produits des coefficients des diagonales ascendantes : -
3

det(A) = (albzc;5 + by casz+ azb3) - (Clbzag + a102b3 + b1d263)

by
b

C1
C2

C3

by

EXEMPLE

1 2 0
3 4 1
4 2 1

A= = det(A)=4+8+0)—(0+2+6)=4




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

REMARQUE

La regle de Sarrus ne s'applique qu’a des matrices carrées d’ordre 3.
Elle peut se faire aussi en recopiant, dans I'ordre, les deux premieres
lignes sous la matrice puis en additionnant les produits des coeffi-
cients des diagonales descendantes et en soustrayant les produits des
coefficients des diagonales ascendantes :

det(A) = (d1b263 + agbgcl + agblcg) — (ﬂgbzcl + albgcz + a2b103)

by

by




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

MINEUR ET COFACTEUR ASSOCIE

Soit A; une matrice carrée d'ordre n et A;; la sous-matrice obtenue en éliminant la ligne i et la

colonne j de la matrice A, :
* Le déterminant de A;;j est un mineur d'ordre n—1 de la matrice A, ;

°cij= (—1)i+jdet(A,-j) est le cofacteur de A, associé au coefficient a;;.

EXEMPLE
3 1 3 1
1 2 0]|™ A12=[4 1] => cpp=(-11*? 41 ’=1
A=13 4 1
4 2 1
_(1r 0 _ 242 0|_
= A22—[4 1] = cp=01 1171




Eléments d’algebre linéaire

JALCUL MATRICIEL

DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE D’ORDRE 7 : METHODE DES COFACTEURS
Le déterminant d'une matrice carrée A, est un scalaire obtenu comme suit :

1. Sélectionner une ligne i ou une colonne j de la matrice A, ;

2. Calculer les cofacteurs c;; associés aux coefficients a;; sélectionnés;

3. Multiplier chaque coefficient sélectionné a;; par son cofacteur c;; ;

4. Additionner les produits des coefficients a;; par leurs cofacteurs c;;.
Le résultat final est le déterminant de la matrince Ay, formglisé comme suit :

Selon la ligne i : det(Ay) =) ajjcij = Z(—l)i+jaijdet(Aij)
= j=i

n n L
Selon la colonne j : det(A,) =) ajjcij=Y (-1)'"a;;det(A;))
i=1 i=1




Eléments d’algebre linéaire

CALCUL MATRICIEL

EXEMPLE

Développement selon la ligne 1 :

1 2 0
3 04 1 |=1xEpi+| 4
4 2 1 2
4 1
_' 2 1 '_2><
Développement selon la colonne 3 :
1 2 0
3 4 1 |=ox(n!*3|3
4 2 1 4
__|1t 2],
- 4 2

+2><(—1)1+2
3
4
‘21 +1x(=1)2*3
1 2]
3 4|

3

) +0><(—1)1+3

i )2(4—2)—2(3—4):4

+1x(=1)3%3

w =

1 2
4 2

-(2-8)+4-6)=4
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CALCUL MATRICIEL

MATRICE INVERSE

Une matrice carrée A est inversible s'il existe une matrice carrée B de méme ordre, dite matrice
inverse de la matrice A et notée AL, telle que :

AB=BA=1 (1)

o

EXEMPLE

— 3 4 -1 _ 3 —4 “1_ pA-1a_
A—[z 3] > A _[_2 3] > AA'=AT'A=D
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CALCUL MATRICIEL

THEOREME

Si A et B sont deux matrices carrées de méme ordre telles que AB=1, alors BA=1.

CONSEQUENCE DU THEOREME

Afin de vérifier qu'une matrice carrée B est |'inverse d'une matrice carrée A de méme ordre, il suffit
de vérifier que AB =1 car la deuxiéme partie BA = I sera automatiquement vérifiée.
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CALCUL MATRICIEL

MATRICE DES COFACTEURS

La matrice des cofacteurs (ou la comatrice) associée 3 une matrice carrée A d'ordre n est une
matrice carrée de méme ordre n, notée A°, obtenue en remplacant chaque coefficient a;; de la
matrice A par le cofacteur correspondant c;;.

EXEMPLE

2 5
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CALCUL MATRICIEL

MATRICE ADJOINTE

La matrice adjointe associée a une matrice carrée A, notée A%, est la transposée de sa matrice
des cofacteurs A€, c'est a dire : A%=(A°)T.

v

EXEMPLE

by - el 3] -
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CALCUL MATRICIEL

THEOREME
Soit A une matrice carrée et A% sa matrice adjointe. On a : AA% = A%A=det(A)I

CONSEQUENCES DU THEOREME
* Sidet(A) #0, on divise la relation précédente par det(A) et on obtient :

A4 A4
A(det(A)) - (det(A))AzI (2)

On reconnait ici la définition (1) d'une matrice inverse. On conclut que la matrice A est
inversible et sa matrice inverse A~! est donnée par :

R
det(A)

A 3)

* Sidet(A) =0 alors la matrice A n'est pas inversible et sa matrice inverse n'est pas définie.
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CALCUL MATRICIEL

DEFINITIONS

Une matrice carrée A est dite inversible ou réguliére si son déterminant det(A) est non nul. Dans
le cas contraire, la matrice A n'est pas inversible, elle est dite singuliére.

v

EXEMPLES
5 4
(3 4 _ g |7 7
A—[Z 5] = det(A)=7 > A= 2 3
7 7

= det(B)=0 — B est singuliere
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Eléments d’algebre linéaire

SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

SOUS-SECTION 4.2.1 :
RETOUR SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS LINEAIRES

* EQUATION LINEAIRE

¢ RESOLUTION D’UNE EQUATION LINEAIRE

e GEOMETRIE DE LA RESOLUTION D’UNE EQUATION LINEAIRE
* NOMBRE DE SOLUTIONS D’UNE EQUATION LINEAIRE
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EQUATION LINEAIRE
Une équation linéaire s'écrit : a;x; + axxp +---+ anx, = b, avec :
* a,ap,---,ay : les coefficients de |'équation, il s'agit de nombres réels connus;;
® X1,X2,+,Xp : les inconnues de |'équation, il s’agit de nombres (réels) inconnus a déterminer ;

* b : le second membre de |'équation, il s’agit d'un nombre réel connu.

EXEMPLES

N

* Equation du premier degré a une inconnue : 2x+3=0;

* Equation du premier degré a deux inconnues : 2x+3y =1.

¢ Equation du second degré a une inconnue : 2x* +3x+1=0, c'est une équation non linéaire
du fait de la puissance 2.
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

RESOLUTION D’UNE EQUATION LINEAIRE

La résolution d’une équation linéaire a;x; + a,x, +---+ a,x, = b consiste a trouver les valeurs
(réelles) xi,x5,---,x;, des inconnues x1,xz,---,X,, en fonction des coefficients ay,ap,---,a, et du
second membre b, qui satisfont simultanément cette équation.

EXEMPLES
. 14 . * 3
* La solution de I'équation 2x+3 =0 est x* = =2 :

: 14 ] . 1-3y
* La solution de I'équation 2x+3y =1 est x* = T,VyEIR.
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

GEOMETRIE DE LA RESOLUTION D’UNE EQUATION LINEAIRE
Considérons, sans perte de généralité, une équation linéaire du premier degré ax+ b = 0. Cette
équation peut étre décomposée en équations de deux droites y = ax+b et y = 0. Géométriquement,
la résolution de I'équation ax+ b = 0 revient a chercher le point d'intersection entre la droite
y=ax+Db et |la droite y=0:

Yy

18
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

NOMBRE DE SOLUTIONS D’UNE EQUATION LINEAIRE
* Les droites se coupent en un seul point (figure précédente): Solution unique;
* Les droites sont confondues (figure de gauche): Infinité de solutions
* Les droites sont paralléles (figure de droite): Aucune solution
) Y

y=b, (b#0)

y=0b, (b=0) T y=0 T
y=0 '
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

SOUS-SECTION 4.2.2 :
SYSTEMES (D’EQUATIONS) LINEAIRES

* SYSTEME (D’EQUATIONS) LINEAIRES

* ECRITURE MATRICIELLE D’UN SYSTEME LINEAIRE

* RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE

¢ GEOMETRIE DE LA RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE
* NOMBRE DE SOLUTIONS D’UN SYSTEME LINEAIRE

* ENSEMBLE DES SOLUTIONS D’UN SYSTEME LINEAIRE
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SYSTEME (D’EQUATIONS) LINEAIRES

Un systéme d’équations linéaires (ou systéme linéaire), noté .#, se présente comme suit :

anxytapx+---+aipxy = bl
a1 Xy +axpXxy+---+aypxy = bg
S
A1 X1+ ApaXo + -+ GmnXn = by
EXEMPLES
— v+ —
Xty+z = gjcc+y+§z = ; X—-y+z = 1
AR 2x+y+3z = 4 | F: x—zy—z : a0 3:{ 2x-3,3 B -
4x+3y-z = 1 y ~ Yo =

-x+3y+z = 2
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

ECRITURE MATRICIELLE D’UN SYSTEME LINEAIRE

Un systeme linéaire .# s'écrit sous forme matricielle comme suit :

apjxy+apXxy+---+aipXp = b an  aipp - aip)(x
az1X1 + azpXp + -+ + dapXp = b azy Gz o Ggp || X2
S . . . =
Am1 X1+ QpaX + -+ AupXp = by aml Am2 - Amn) \Xp
& ~- 7 N——
Amxn Xn><1

avec :
* A : la matrice des coefficients
* X : le vecteur des inconnues

* B : le vecteur des constantes
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EXEMPLES
Xty+z = 2 1 1 1)(x 2
AL 2x+y+3z = 4 = (2 1 3 ||y|l=1|4
4x+3y-z = 1 4 3 -1)\z 1
—_—
Azx3 X3x1  B3x1
2x-y+z = 1 2 -1 1 X 1
7, - 3x+y+2z = 0 3 1 2 10
2 x-2y-z = -1 1 -2 -1 }Z' -1
-x+3y+z = 2 -1 3 1)/, 2
M_JX:SXI N——
Agx3 Baxa
Jx-y+z = 1 1 -1 q)[T) (1
39 2x+3y = -1 2 3 of|Y] 71
~——— ——
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE

La résolution d’un systéme linéaire . consiste a trouver la valeur (réelle) X* = (67, 5,0 5 %]
du vecteur des inconnues X =[xy, X2, , X,] | qui satisfait ce systéeme d’équations.

W
EXEMPLES

On considére le systéeme linéaire & suivant :

X+2y+z = 3
Sy 2x+3y—-z = -6
3x-2y—-4z = =2

Le vecteur X* =[4,-3,5]" est une solution du systeme .%. C'est 2 dire, lorsque I'on remplace x par
4, y par -3 et z par 5, toutes les équations du systeme linéaire . sont satisfaites.

o
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

GEOMETRIE DE LA RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE

Considérons, sans perte de généralité, le systéme linéaire ' suivant :

aix+b = ¢ = ax+p o cah
/:{ 1 y = @ - gﬂ;{ yo= @ "avec{ Bi = cilb;
dx+by = © y = axx+p i = 1,2

Géométriquement, la résolution du systeme d'équations .’ revient a chercher le point M, de
coordonnées x* et y*, d'intersection entre les droites d'équations y = a;x+ 1 et y = az2x+ B2
respectivement.
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

GEOMETRIE DE LA RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

NOMBRE DE SOLUTIONS D’UN SYSTEME LINEAIRE
* Les droites se coupent en un seul point (figure précédente): Solution unique;
* Les droites sont confondues (figure de gauche): Infinité de solutions

* Les droites sont paralléles (figure de droite): Aucune solution
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

ENSEMBLE DES SOLUTIONS D’UN SYSTEME LINEAIRE

L'ensemble des solutions d'un systéme linéaire est noté S :
* S peut contenir une solution unique : S = {X* = [x], %5, ,xZ]T} (une seule intersection)
* S peut contenir une infinité de solutions (confusion)

* S peut étre vide : S =& (aucune intersection)




Eléments d’algébre linéaire

SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

SOUS-SECTION 4.2.3 :
ALGORITHME DE GAUSS

* OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES LIGNES
* MATRICE ECHELONNEE EN LIGNES

* ALGORITHME DE GAUSS

* PRINCIPES DE L’ALGORITHME DE GAUSS

* PIVOTAGE PARTIEL
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES LIGNES

Les opérations élémentaires sur les lignes d'une matrice A consistent a :
® O; : Permuter deux lignes de la matrice A.
* O, : Multiplier une ligne de la matrice A par une constante non nulle.

® O3 : Ajouter a une ligne de la matrice A le multiple d'une autre ligne.

EXEMPLE
Li (2 3 -1 Li—L (1 2 1 L —L
ac L |1 2 11O Li~Li |2 3 -1| 02 L,-3L
Ly \3 -2 -4 Ly—Ly \3 -2 —4 Ly—L; \3 -2

Li—L (1 2 1 By 1

L,—3L, [6 9 -3| O3 IL,—1L,
Ly—L, \3 -2 -4 Ly — Ly -3L,
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

MATRICE ECHELONNEE EN LIGNES
Une matrice E de taille n x m est dite échelonnée en lignes si elle s’écrit sous la forme suivante :
e e v ey o eim |
0 ex -+ ey - emnm
Ensxm = 0 0 - er - erm
0 0 0 0
0 0 0 0
* Les éléments ej1,e22,---, e,r sont appelés pivots. Un pivot est non-nul, de préférence égal a 1.
* A I'exception de la premiére ligne, les premiers éléments de chaque ligne sont nuls.
* Plus le nombre de premiers éléments nuls d'une ligne est grand, plus celle-ci est placée en bas
de la matrice. Les lignes de la matrice sont donc échelonnées.




Eléments d’algebre linéaire

SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EXEMPLE

La matrice E suivante est une matrice échelonnée en lignes :

2 0 1 0 -1
01 -1 -2 1
0 0 -2 1 0
E=1 0 0 O 3 1
0 0 O 0 0
0 0 O 0 0
0 0 O 0 0

S oo NN WwWo -
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

ALGORITHME DE GAUSS

L'algorithme de Gauss consiste a appliquer des opérations élémentaires aux lignes d’'une matrice
selon une stratégie bien définie afin de la réduire a sa forme échelonnée en lignes. Pour ce faire,
on utilise le plus souvent |'opération O3 avec chaque élément de la diagonale de la matrice, appelé
pivot, pour annuler les éléments qui lui succedent dans la méme colonne.

PRINCIPES DE L’ALGORITHME DE GAUSS

La réduction d'une matrice a sa forme échelonnée en lignes doit respecter quelques principes :
* Transformer entierement une colonne avant de passer a la colonne suivante.
* Travailler sur les colonnes dans I'ordre, de gauche a droite.
* Permuter deux lignes de la matrice lorsqu'un élément a utiliser comme pivot est nul.

* Ne jamais utiliser une opération qui modifie un zéro dans une colonne déja transformée.

* Ne jamais utiliser la ligne numéro i de la matrice aprés avoir transformé sa colonne numéro i.
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EXEMPLE
1 2 4 5 26 5 1 52 1 1 52 1 1 52 1
A=2 12 2|22 12 2|2 2 12 2| %0 16 -4| =0 16 -4
5 26 5 1 2 4 1 2 4 1 2 4 0 -32 3
o (L 52 1Y) (1 52 1 o [t 52 1 o (L 52 1
“Llo -32 3|=3|0 1 -09375|=]0 1 -09375|=3|0 1 -09375
0 16 -4 0 16 -4 0 0 -25 0 0 1
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

REMARQUES

* L’algorithme de Gauss a plusieurs applications : calcul du rang d'une matrice, résolution d'un
systeme linéaire... etc.

* L’algorithme de Gauss s'applique aussi bien aux lignes qu’'aux colonnes d'une matrice. Mais
lorsqu'il s'agit de résoudre un systeme linéaire, il est recommandé de I'appliquer aux lignes
plutot qu’aux colonnes pour éviter toute confusion entre les inconnues d'une part, et entre les
inconnues et les seconds membres des équations d'autre part.
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©

SOUS-SECTION 4.2.4 :
RANG D’UNE MATRICE

* RANG D’'UNE MATRICE
* MATRICE AUGMENTEE D’UN SYSTEME LINEAIRE
e THEOREME : NOMBRE DE SOLUTIONS D’UN SYSTEME LINEAIRE
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

RANG D’UNE MATRICE

Le rang d’'une matrice A de taille nx m, noté rang(A), est le nombre de lignes non-nulles de sa
forme échelonnée en lignes E.

v

EXEMPLE

Le rang de la matrice A suivante est égal au nombre de lignes non-nulles de sa forme échelonnée
en lignes E, en I'occurrence 2 (rang(A) = 2):

1 0 1
A=10 2 -1 — E=|0 2 -1
0 0 O
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

MATRICE AUGMENTEE D’UN SYSTEME LINEAIRE
La matrice augmentée d'un systeme linéaire AX = B, noté A|B, est une matrice obtenue en
joignant a la matrice des coefficients A le vecteur des constantes B.

THEOREME DE ROUCHE-FONTENE : NOMBRE DE SOLUTIONS D’UN SYSTEME LINEAIRE
Soit AX = B I'écriture matricielle d’un systéme linéaire ¥ a n équations et m inconnues :
* Si rang(A) # rang(A|B), le systéme linéaire # est incompatible. Il n’admet aucune solution.

* Si rang(A) =rang(A|B) = r, le systeme linéaire . est compatible :
m Si r =m, le systéme linéaire . est compatible déterminé, il admet une solution unique.
m Si r <m, le systeme linéaire # est compatible indéterminé, il admet une infinité de solutions.
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EXEMPLE 1 : RANG(A) = RANG(A|B) =3 = NOMBRE D’INCONNUES = SOLUTION UNIQUE
On considére le systeme linéaire & suivant ainsi que sa matrice augmentée A|B :

xX+2y+z = 3 1 2 1 3
S8 2x+3y-z = -6 = AB=|2 3 -1|-6
3x-2y—4z = -2 3 -2 4|2

Réduisons la matrice A|B a sa forme échelonnée pour en déduire les rangs des matrices A et A|B :
L (1 2 1]3 L~ 1L 1 2
Ly |2 3 -1 | -6
Ly \3 -2 —-4| -2

1| 3
Ly—L-2L; [0 -1 -3]|-12
Ly—IL3—-3L; \0 -8 -7 |-11

Ly—L (1 2 1] 3

L, — L 1 2 1|3
L L—L, |0 1 3 | 12]|_ L, ~L 0 1 3|12
Ly—L, \0o -8 -7|-11 Ly —L,+8L, \0 0 17 | 85
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EXEMPLE 2 : RANG(A) = RANG(A|B) =2 < NOMBRE D’INCONNUES = INFINITE DE SOLUTIONS

On consideére le systeme linéaire % suivant ainsi que sa matrice augmentée A|B :

x+2y+3z = 14 1 2 3 14
#:{ x-3y-7z = -26 = AB=|1 -3 -7|-26
3x-2y-7z = -22 3 2 -7|-22
Réduisons la matrice A|B a sa forme échelonnée pour en déduire les rangs des matrices A et A|B
L (1 2 3| 14 L~ 1L 1 2 3 | 14
Ly (1 -3 -7|-26|__ L,~L,—L [0 -5 -10| -40
Iy \3 -2 -7 -22 Ly—1IL3-3L; \0 -8 -16 | —64
L, —L, 1 2 3 | 14 L, —L, 1 2 3|14
L,—L,/(-5) [0 1 2 | 8 L, — L, 0 1 2|8
Ly—L, 0 -8 -16| —64 Ly —L,+8L, \0 0 0| 0
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EXEMPLE 3 : (RANG(A) =2) # (RANG(A|B) =3) = AUCUNE SOLUTION
On considére le systeme linéaire & suivant ainsi que sa matrice augmentée A|B :

x+2y+3z = 14 1 2 3 14
KL x-3y-7z = -26 = AB=|1 -3 -7|-26
3x-2y-7z = =20 3 -2 -7]-20

Réduisons la matrice A|B a sa forme échelonnée pour en déduire les rangs des matrices A et A|B :

L (1 2 3| 14 L~ L 1 2 3 | 14

L |1 -3 -7|-26|__, L,—~IL,-L; [0 -5 -10 | -40

Ly \3 -2 -7 -20 Ly—IL3—-3L; \0 -8 -16 | —62
Ly —L, 1 2 3 | 14 L, —L, 1 2 3|14
L,—L/-5 [0 1 2 | 8 |_ L, —L, 1 2|8
Ly—L. 0 -8 -16 | —62 Ly —L;+8L, \0 0 0| 2

3
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SOUS-SECTION 4.2.5 :
RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE

* SYSTEMES DE CRAMER

* RESOLUTION D’UN SYSTEME DE CRAMER PAR INVERSION MATRICIELLE

* RESOLUTION D’UN SYSTEME DE CRAMER PAR LA METHODE DE CRAMER
* RESOLUTION PAR SUBSTITUTION

* RESOLUTION PAR ELIMINATION DE GAUSS

* RESOLUTION PAR ELIMINATION DE GAUSS - JORDAN

* CAS PARTICULIER : SYSTEME HOMOGENE

e NOMBRE DE SOLUTIONS D’UN SYSTEME HOMOGENE




Eléments d’algebre linéaire

SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

SYSTEMES DE CRAMER

Un systeme de Cramer se caractérise par une matrice des coefficients A carrée et inversible :

anxytapxt+---+aipxy
a1 X1+ axpXxy+---+axpXxy

aAn1 X1+ ap2X2+ -+ annXn

Un systeme de Cramer peut étre

® par inversion matricielle

* par la méthode de Cramer

- b
b

by

résolu :

ann a2 0 A (X b
az Gz o axp || X2 b
= . . . . =1 , det(A) #0
apl1  Qn2 - Qnn) \Xn by
~ ~ S~ =
Anxn Xn><1 anl

® par substitution

* par élimination de Gauss ou de Gauss-Jordan

REMARQUE

L'inversion matricielle et la méthode de Cramer sont réservées aux systemes de Cramer. Autrement,
la résolution se fait par substitution ou par I'élimination de Gauss ou de Gauss-Jordan.
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

RESOLUTION D’UN SYSTEME DE CRAMER PAR INVERSION MATRICIELLE
La résolution d'un systeme de Cramer .# par inversion matricielle consiste a |'écrire sous sa forme
matricielle comme suit :

anx)+apxy+-+aipxy, = b an  ai - ap) (x4 by
A X1+ apXy+-+dpXy = b ax azp - || X2 b
= =
An1 X1+ apaXp+ -+ anpxn = by apl AQp2 - Qpp) \Xp by,
S~ =
Anxn anl anl

puis a pré-multiplier les membres de cette écriture matricielle par A~!, I'inverse de la matrice A :

AX=B = A'AX=A"'B = IX=A"'B = m

REMARQUE
Un systeme de Cramer a toujours une seule solution.




Eléments d’algebre linéaire

SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EXEMPLE

On considére le systeme linéaire . suivant et son écriture matricielle :

X+2y+z = 3 1 2 1) (x 3

2x+3y-z = -6 = |2 3 -1]||ly|=|-6

3x-2y—-4z = =2 3 -2 -4)\z =2
—_— =

A3x3 X3x1 Bsx1

La matrice des coefficients A est carrée et inversible, sa matrice inverse A™! est donnée par :

14/17 -6/17 5/17
Al=|-5/17 7/17 -3/17
13/17 -8/17 1/17

On pré-multiplie les membres de I'écriture matricielle par A™!, on obtient la solution X* de . :

AX=B => A 'AX=A"'B = X*=A'B = |X*=[4-35"
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RESOLUTION D’UN SYSTEME DE CRAMER PAR LA METHODE DE CRAMER

La résolution d'un systeme de Cramer . par la méthode de Cramer consiste a |'écrire sous sa
forme matricielle précédente puis a définir les déterminants suivants :

apl ap - g by app - ai an app - b

a1 Gy g by axp - ax ay axp - b
A = . ) . ) ; Axl = ) ) i ) ; oo ; Axn =

anl AQp2 “*° Qpn b, an2 -+ ann anl an2 -+ by

La solution du systéme .# par la méthode de Cramer est donnée par X* = [x];x5; - ;x0T avec :

Ay,
A

Le déterminant Ay, , (i =1,2,---,n) est obtenu en remplacant la colonne des coefficients de I'in-
connue x; dans le déterminant A par le vecteur B des seconds membres.
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EXEMPLE

On consideére le systeme linéaire % suivant et son écriture matricielle :

X+2y+z = 3 1 2 1) (x 3
2x+3y-z = -6 = |2 3 -1]||ly|=|-6
3x-2y—-4z = =2 3 -2 -4J\z =2
—_—— ——
Asx3 X3x1 B3x1
Calculons les déterminants A, Ay, Ay et A, :
1 2 1 3 2 1 1 3 1 1 2 3
A=1[2 3 -1f; Ay=(-6 3 -1{=-68; Ay=2 -6 -1|=51; A,=(2 3 -6/=-85
3 -2 -4 -2 -2 -4 3 -2 -4 3 -2 =2

La solution du systéme & par la méthode de Cramer est donnée par :

A —68 A 51 A -85
xt=—Xo_TZog =X o3 ="E-_""-5 o |X*=[4-3;5]"
A -17 A -17 A -17
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RESOLUTION PAR SUBSTITUTION : 1. ELIMINATIONS SUCCESSIVES DE X1,X2,:**,Xm

La résolution par substitution d'un systeme linéaire . consiste a suivre les étapes suivantes dans
un premier temps :

1. Dans la premiere équation du systeme #, exprimer x; en fonction de x, x3,- -+, X; et substituer
la valeur de x; dans les équations suivantes pour obtenir un systeme % sans x;.

2. Dans la deuxieme équation du systeme %, exprimer x; en fonction de x3, x4,-- -, X, et substituer
la valeur de x, dans les équations suivantes pour obtenir un systeme 43 sans x; et x».

3. Et ainsi de suite jusqu’'a obtenir un systéme linéaire ./, équivalent au systéme .#, dans lequel

les inconnues x1, X, -+, X;; ont été éliminées.
anxytapx+---+aipnxy = b1 X1 =Ci2Xp+---+CipXpy+ d1
a1 X1+ axpXxXy+---+adypnXxXy = bz X2 =C23X3+ -+ C3pXy + dz
> ¥

Am1 X1+ QmaX2 ++ + AmnXn = by, Xm = Cmm+1Xm+1+ "+ CmnXn + dm
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EXEMPLE : ELIMINATIONS SUCCESSIVES DE X ET y

On considére le systéeme linéaire & suivant :

xX+2y+z = 3
KL 2x+3y—-z = -6
3x-2y—-4z = =2

Etape 1 : Elimination de x de la premiére équation et substitution dans les équations suivantes :

xX+2y+z = 3 X = 3-2y-z
K8 2x+3y—-z = -6 = FH:{ -y-3z = -12
3x-2y—4z = =2 -8y-7z = -11

Etape 2 : Elimination de y de la deuxiéme équation et substitution dans la troisitme équation :
X = 3-2y-z X = 3-2y-z
F:i —y-3z -12 > SRy 12-3z
-8y-7z = -11 17z = 85
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

RESOLUTION PAR SUBSTITUTION : 2. SUBSTITUTIONS RECURSIVES DE X, Xm—1, " X1

La résolution par substitution d'un systeme linéaire . consiste a suivre les étapes suivantes dans

un deuxiéme temps :
1. Résoudre |'équation numéro m du systeme .’ pour trouver la valeur x;, de I'inconnue xp,.
2. Substituer la valeur x, de x;, dans I'équation numéro m—1 du systeme .#’ pour trouver la
valeur x7 | de Xp,—1.
3. Et ainsi de suite jusqu'a obtenir les valeurs x;, x5 ,--+, Xy, des inconnues x1,xp,*+, Xp,.

X1 =CipXo+--+CipXp+d; xlzxf
*
, X2 = Cp3X3+ -+ C3,X, + do , X2 = X,
S =
*
Xm = Cmm+1Xm+1+ -+ CmnXn+dm Xm =X,
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EXEMPLE (SUITE): SUBSTITUTIONS RECURSIVES DE z ET y

Etape 1 : Résolution de la derniére équation pour trouver la valeur de z :

X = 3-2y-z x = 3-2y-z
FL oy = 12-3z > Sy = 12-3z
17z = 85 z = 5

Etape 2 : Substitution de la valeur de z dans la deuxiéme équation pour trouver la valeur de y :

x = 3-2y-z x = 3-2y-z
Sy = 12-3z > XKy = -3
z = 5 V4 = 5

Etape 3 : Substitution de y et z dans la premiére équation pour trouver la valeur de x :
X 3-2y-2z x = 4
Sy = -3 > Sy = -3 = S={x*=4,y*=-3,z"=5}
z = 5 z = 5
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

RESOLUTION PAR ELIMINATION DE GAUSS : 1. REDUCTION DE LA MATRICE AUGMANTEE

La résolution par élimination de Gauss d'un systeme linéaire # consiste a réduire sa matrice
augmentée A|B a sa forme échelonnée en lignes C|D en lui appliquant |'algorithme de Gauss et a
réécrire la matrice C|D sous forme d'un nouveau systeme linéaire .’ équivalent a .% :
anxi+apXytoctaipx, = b ande Zl
a1 X1 +apXxy +:--+ dypXn = bg @21 @22 o 2n 2
S . ) . — AlB= : :
A1 X1 + QpaXo + -+ QmpXn = by Am Gmz - Amn | Dm
(1) CiZ Cin Zl X1+ Ci2Xp+---+CipnXp = dq
C2n 2 Xo+ -+ CopnxXy = dg
Cib=|: : - : L=
0 0 dm g = L
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RESOLUTION PAR ELIMINATION DE (GAUSS : 2. SUBSTITUTION RECURSIVE

Aprés avoir réduit la matrice augmentée A|B du systéme linéaire .# a sa forme échelonnée en lignes
C|D et réécrit celle-ci sous forme d'un systeme linéaire .%’, procéder a une substitution récursive

de la maniere suivante :
1. Résoudre I'équation numéro m du systéme &’ pour trouver la valeur x, de I'inconnue x,.
2. Substituer la valeur xj, de x;, dans I'équation numéro m—1 du systeme .’ pour trouver la
valeur x7 | de Xp,-1.
3. Et ainsi de suite jusqu’a obtenir les valeurs x;, x5, , X, des inconnues x1,xp,*+, Xp,.

— *

X1 = xl

. X2 = X
S

— *

T = i
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EXEMPLE
On considére le systéeme linéaire . suivant :

X+2y+z = 3 1
K] 2x+3y-z = -6 — A|B= £
3x-2y-4z = -2 .
1x+2y+1z = 3
= %":{ 0x+1y+3z = 12 ="
0x+0y+1z = 5
x = 4
=4y = -3 =|X*=[4;-3;5]"

z = B

2 1
3 -1
-2 -4

X+2y+z
y+3z
z

3
-6
-2

1
—cp=|°
0

3
12 = .9
5

|

2 1] 3
1 12
0 1|5
xX+2y+z
y
z
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MATRICE ECHELONNEE REDUITE EN LIGNES

Une matrice est dite échelonnée réduite en lignes (ERL) si elle s'écrit sous la forme suivante :

ERL =

1 0 0
0 1 0
00 1
0 0 0

[0 0 0

, ou x sont des nombres réels quelconques.

* L'élément non nul le plus a gauche dans chaque ligne est un 1, les autres éléments de la colonne
contenant ce 1 sont tous nuls. Le 1 est un pivot.

* Le pivot de chaque ligne se trouve a droite des pivots des lignes supérieures.

* Les lignes nulles sont placées en bas de la matrice.
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ALGORITHME DE GAUSS - JORDAN

L'algorithme de Gauss - Jordan est similaire a I'algorithme de Gauss. La seule différence est
qu’au lieu d'annuler juste les éléments de la matrices qui se trouvent sous le pivot dans la méme
colonne, I'algorithme de Gauss - Jordan va au-dela est annule méme les éléments qui se trouvent
au dessus du pivot dans la méme colonne.
o
EXEMPLE
1 2 1 o 1 2 1 o 1 2 1 o 1 2 1 o 1 2 1
A=[2 3 -1[{=]0 -1 -3|=]0o -1 -3|-=2|0o 1 3|=|0 1 3
3 -2 -4 3 -2 -4 0 -8 -7 0 -8 -7 0 0 -17
0121012101200100
=10 1 3|=fo 1 o|—=]0 1 o|]=|0 1 0O
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

RESOLUTION PAR ELIMINATION DE GAUSS - JORDAN

La résolution par élimination de Gauss - Jordan d'un systéme linéaire & consiste a réduire
sa matrice augmentée A|B a sa forme échelonnée et réduite en lignes (ERL) en lui appliquant
la matrice ERL sous forme d'un systeme linéaire &#" :

I'algorithme de Gauss - Jordan et a réécrire

anxi+apx+---+ainxn bl an
— az1
a1 X1+ Ao Xp+ -+ + dop X = b
P 21A1 22A2 2nin 2 :>A|B=
Am1 X1+ Ama X+ + AmnXn = bpm il
1 0 0 * * .
0 1 0 * * .
=l I Ll o
0 0 * * .
0 0 0 * * .

a2
azp

am2

C1
C2

Ci

ain | b
azn | bo
Amn | bm
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EXEMPLE

On considére le systeme linéaire . suivant :

xX+2y+z
.5”:{ 2x+3y—z
3x-2y—-4z =
1
.t
0

1x+0y+0z
= "4 0x+1y+0z

0x+0y+1z

-3
5

S =N
— O

w
e
~—

1 2 113 1 2 1] 3
—ap=|2 3 -1|-6]__[0 1 12
3 2 —4| =2 0 0 1|5
1 2 0] -2 1 0 0o 4
0 1 0|-3]__gg |0 1 0-3
0 0 1 0 0 1|5
4 x = 4
3 =" { y = -3 =|X"=[4-3;5]"
5 z = b5
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

CAS PARTICULIER : SYSTEME HOMOGENE

Un systeme linéaire # est dit homogene si son second membre B est nul :

apxy+apXx,+---+appx, =0 ap;;  ap an (%1 0
az1 X1+ axXp+ -+ axp Xy =0 az  ax @Dp || X2
= i =
Am1 X1+ AmaXp + -+ AppXp =0 aml  Am2 Amn) \Xn 0
> N~
Amxn anl Omxl
W
EXEMPLE
xX+y+z = 0 1 1 1)\(x 0
K4 2x+y+3z = 0 = [2 1 3 ||y 0
4x+3y-z = 0 4 3 -1)\z 0
—_—————
Azx3 X3 Os3x1
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

NOMBRE DE SOLUTIONS D'UN SYSTEME HOMOGENE
Le systeme linéaire & est toujours compatible puisque rang(A) = rang(A|B). En particulier :
* Sirang(A) =rang(A|B) = nombre d’'inconnues m, alors le systéme linéaire . admet une solution
unique X* = Oy« appelée solution triviale.
* Sirang(A) =rang(A|B) < nombre d'inconnues m, alors le systeme linéaire ¥ admet une infinité

de solutions. Un nombre m d’'inconnues sont exprimées en fonction des m—rang(A) inconnues

qui restent et qui prennent des valeurs arbitraires dans R.
v

EXEMPLE 1 : SOLUTION UNIQUE

2x+4y = 0 2 4 X 0 0

F:{ 2x-3y = 0 = |2 -3 (): 0 = rang(A)=rang(AlO)=2 = X*:(O)
x—4y = 0 1 -4/ \0
%/—’XZXI —~—

Azxz O3x1
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

EXEMPLE 2 : INFINITE DE SOLUTIONS

x+3y-2z = 0 1 3 =2\(x 0
S 4x-2y-2z = 0 = 4 -2 =2[|y|=10 = rang(A) =rang(A|O)=2<3
x—4y+z = 0 1 -4 1)\z 0

—_——
A3zx3 X3x1  Osx1

Le systeme admet une infinité de solutions. On fixe 3 —rang(A) =3—-2=1 inconnue arbitrairement
dans R et on exprime les autres inconnues en fonction de celle-ci.

v
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SYNTHESE
Soit AX = B I'écriture matricielle d'un systéme linéaire .

e Si la matrice A est carrée et inversible, alors # est un systéme de Cramer et il admet une
solution unique obtenue particulierement par inversion matricielle ou par la méthode de Cramer.
Le systéme linéaire # peut également étre résolu par |'élimination de Gauss ou celle de Gauss
- Jordan;

* Si le vecteur B est nul, alors . est un systéme homogene et il admet au moins le vecteur nul
comme solution, sinon une infinité de solutions obtenues par élimination de Gauss ou celle de
Gauss - Jordan;
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

SYNTHESE (SUITE)
Soit AX = B |'écriture matricielle d'un systeme linéaire &#.

* Dans le reste des cas, il faut comparer le rang de la matrice A au rang de la matrice augmentée
A|B. Si ces rangs sont différents, alors le systéme & est incompatible et il n'admet aucune
solution. En revanche, si ces rangs sont identiques, alors le systéme # est compatible et peut
étre résolu par élimination de Gauss ou celle de Gauss - Jordan. Dans ce cas, il faut commencer
par comparer ces rangs au nombre d'inconnues : s'ils sont égaux au nombre d'inconnues, le
systéme % admet une solution unique, sinon il admet une infinité de solutions.

* La résolution par substitution est a éviter et privilégier une méthode de résolution basée sur
les matrices (inversion matricielle, méthode de Cramer, élimination de Gauss et élimination de
Gauss - Jordan).
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APPLICATIONS EN GESTION

SOUS-SECTION 4.3.1 :
APPLICATION EN GESTION DE LA PRODUCTION

PROBLEME 1 : PLANIFICATION DE LA PRODUCTION DANS UNE ENTREPRISE

Pour fabriquer 3 produits X, Y et Z, une entreprise utilise 3 ressources R1, R2 et R3 selon les
conditions suivantes :

* Une unité de X nécessite 3 unités de R1, 1 unité de R2 et 2 unités de R3;
* Une unité de Y nécessite 2 unités de R1, 2 unités de R2 et 1 unité de R3;
* Une unité de Z nécessite 1 unité de R1, 3 unités de R2 et 2 unités de R3.

Sachant que cette entreprise dispose de 100 unités de R1, de 90 unités de R2 et de 80 unités de R3,
quelles sont les quantités x, y et z des produits X, Y et Z, respectivement, qu'elle peut fabriquer
avec toutes ses ressources disponibles ?

o
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APPLICATIONS EN GESTION

FORMALISATION MATHEMATIQUE 3 EQUATIONS DES CONTRAINTES SUR LES RESSOURCES
Les contraintes sur chacune des ressources peuvent se formaliser sous forme d'équations :

* Ressource R1 : Les 100 unités disponibles doivent étre réparties entre le produit X (3 unités),
le produit Y (2 unités) et le produit Z (1 unité). Mathématiquement, cette contrainte s'écrit :

100=3x+2y+z

* Ressource R2 : Les 90 unités disponibles doivent &tre réparties entre le produit X (1 unité), le
produit Y (2 unités) et le produit Z (3 unités). Mathématiquement, cette contrainte s'écrit :

0=x+2y+3z

* Ressource R3 : Les 80 unités disponibles doivent étre réparties entre le produit X (2 unités),
le produit Y (1 unité) et le produit Z (2 unités). Mathématiquement, cette contrainte s'écrit :

80=2x+y+2z
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APPLICATIONS EN GESTION

MODELISATION MATHEMATIQUE : SYSTEME LINEAIRE & ECRITURE MATRICIELLE

Les quantités x, y et z des produits X, Y et Z, respectivement, que I'entreprise peut fabriquer avec
toutes ses ressources disponibles sont obtenues par la résolution du systéme linéaire & suivant :

3x+2y+z = 100 3 2 1) (xy (100
Sy x+2y+3z = 90 z; i 2 V|= 28 , det(A)=8#0
Z —_—
2x+y+2z = 80 A est inversible
—_— Y
A X B

La matrice A étant carrée et inversible, % est donc un systéme de Cramer et il admet en conséquence
une solution unique.

REMARQUE

& étant un systeme de Cramer, il peut étre résolu par toutes les méthodes abordées dans le cours.
En particulier, il peut étre résolu par inversion matricielle et par la méthode de Cramer.
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : INVERSION MATRICIELLE

1/8 -3/8 1/2

1/8 -=3/8 1/2\ (100 75/4
Al = 1/2 1/2 “1|=x*=A'B=| 1/2 1/2 -1 N |=|X"=| 15
-3/8 1/8 1/2 -3/8 1/8 1/2 80 55/4
RESOLUTION MATHEMATIQUE : METHODE DE CRAMER
3 2 1 100 2 1 3 100 1 3 2 100
A=|1 2 3|=8, A,=]90 2 3:150,Ay:1 90 3|{=120, A,=(1 2 90|=110
2 1 2 80 1 2 2 80 2 2 1 80
. Ay 150 75 ., Ay, 120 ., A, 110 55 e
— X :—:—:—,y :—:—:IS’Z :—:—_—:X: ]_5
A 4 A 8 A 8 4
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : RANGS DES MATRICES A ET A|B

3x+2y+z = 100 3 2 1) (x 100 3 2 11100
5”:{ xX+2y+3z = 90 zl 2 311y|=|9% — A|B = 1 2 3] 90
2x+y+2z = 80 2 1 2)\z 80 2 1 2 80
—_—— ——
A X B
3 2 1] 100 1 2 3 90 1 2 3 90
A|B=(1 2 3 90)_}(3 2 1] 100 _}(0 -4 -8 —170)
2 1 2| 80 2 1 2| 80 2 1 2 80

1 2 3] 9 1 2 3| 90 1 2 3| 9
_lo -4 -8|-170|__{o 1 2 |170/4| __[0o 1 2| 170/4
0 -3 -4/ -100 0 -3 -4 -100 0 0 2| 110/4

= rang(A) = rang(A|B) =3 (nombre d'inconnues), le systéme . admet une solution unique
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : ELIMINATION DE GAUSS

1 2 90

g 1x+2y+3z = 90 x+2y+3z = 90
0 1 2| 170/4 _ —
=< Ox+1y+2z = 170/4 = y+2z = 85/2
oo 2| 0x+0y+2z = 110/4 2z = 55/2
x+2y+3z = 90 x+2y+3z = 90 x=75/4 75/4
= y+2z = 8512 — y = 15 ={ y=15 =|X*"=| 15
z = b55/4 z = b55/4 z=55/4 55/4




Eléments d’algebre linéaire

APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : ELIMINATION DE GAUSS - JORDAN

3 2 1] 100
AlB = 1 2 3 90 | Gauss
2 2| 80

90

1x+0y+0z
Ox+1y+0z
0x+0y+1z

|

75/4
15
55/4

1

0

1 2 0
_fo 1 0
55/4 0 0 1

X
p— y
V4

2 3
0 1 2
0 2

90
170/4
110/4

-

195/4 1
15 |__|o
55/4 0

= 75/4
= 15
= 55/4

—

1 2
0 1
0 O
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APPLICATIONS EN GESTION

VERIFICATION : SUBSTITUTION DES SOLUTIONS DANS LE SYSTEME LINEAIRE

75 55 225+4+120+55
Ix—+2x15+— = — = 100
3x+2y+ 100 4 4 4
X+2y+z =
120+1
K4 x+2y+3z = 90 =S E+2x15+3x§ = 7+120+165 = 90
2x+y+2z = 80 < < 4

75 55 150+60+ 110
2x —+4+15+2x— = — = 80
4 4 4
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APPLICATIONS EN GESTION

SOUS-SECTION 4.3.2 :
APPLICATION EN GESTION DES RESSOURCES HUMAINES

PROBLEME 2 : ORGANISATION DU TRAVAIL DANS UNE ENTREPRISE

Pour accomplir 3 taches A, B et C, une entreprise doit organiser son équipe de travail composée
de 3 employés, selon les conditions suivantes :

* La tache A nécessite 4 heures de travail ;
* La tache B nécessite 5 heures de travail ;
* La tache C nécessite 3 heures de travail.
Les employés ont les disponibilités suivantes :
* L'employé 1 dispose de 20 heures;
* L'employé 2 dispose de 30 heures;
* |L'employé 3 dispose de 40 heures.
Combien d'heures de travail affecter a chaque employé pour accomplir toutes les taches?
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APPLICATIONS EN GESTION

FORMALISATION MATHEMATIQUE 3 EQUATIONS DES CONTRAINTES
On formalise les heures de travail consacrées par chaque employé a chaque tiche comme suit :
® X1, X2 et x3 : Les heures que I'employé 1 consacre aux taches A, B et C, respectivement.
® ¥1, Y2 et y3 : Les heures que I'employé 2 consacre aux taches A, B et C, respectivement.
® 21, 22 et z3 : Les heures que I'employé 3 consacre aux taches A, B et C, respectivement.
Les contraintes sur les heures de travail pour chaque tache peuvent s'écrire sous forme d'équations :
* Tache A: x1+y1+21=4
* Tache B: xp+)2+2,=5
* Tache C: x3+y3+23=3
Les contraintes sur les heures disponibles des employés peuvent s'écrire sous forme d'équations :
* Employé 1 : x1 + xp + x3 =20
* Employé 2 : y1 + y2+y3 =30
* Employé 3 : z1 + 2o + 23 =40
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APPLICATIONS EN GESTION

MODELISATION MATHEMATIQUE : SYSTEME LINEAIRE

Le nombre d'heures que chaque employé doit consacrer a chaque tache pour que |'entreprise ac-
complisse toutes les taches est donné par la résolution du systéme linéaire & suivant :

Xx1+y1+z1 = 4 1x1+1y1+121 +0x2 +0y2 + 022 +0x3 +0y3 +023 = 4

Xo+)2+20 = 5 0x1+0y; +0z; +1xp+1y2 + 12, +0x3 +0y3 +023 = 5

- X3+ys+z3 = 3 — 0x1+0y; +0z; +0x2 +0y2 +022 +1x3+1y3+123 = 3

’ X1+x2+x3 = 20 ’ 1x1+Oy1+0z1+1x2+0y2+022+1x3+0y3+OZ3 = 20

Nnty2t+tys = 30 0x; + 1y1 +0z; +0x9 + lyz +0z2 +0x3 + 1_)/3 +0z3 = 30

Z1+22+23 = 40 0x; +0y1 +1z; +0x0 + Oyg + 12 +0x3 +Oy3 +1z3 = 40
REMARQUE

& n’étant pas un systeme de Cramer, il ne peut &tre résolu par inversion matricielle ou par la
méthode de Cramer. En revanche, il peut étre résolu par substitution, par élimination de Gauss ou
par élimination de Gauss - Jordan.




Eléments d’algebre linéaire g

APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : ECRITURE MATRICIELLE

L'écriture matricielle AX = B du systeme linéaire % ainsi que sa matrice augmentée A|B sont les
suivantes :
X1
1 1.1 0 0 0 O O O " 4 1 11 0 0 0 O O Of 4
o 0 0 1 1 1 0 0 O “ 5 o 0 0 1 1 1 0 0 0] 5
000 00 0 1 1 1/[® 3 0 0 0 0O OO 1 1 1|3
1 001 00 1 0 ofl”[=|20]l=]1 0 0 1 00 1 0 020
01 0 01 0 0 1 O chz 30 01 0 01 0 0 1 030
o 0 1 0 0 1 0 0 1 J’i 40 0O 0 1 0 0 1 0O 0 1]40
- ~ o \Z3)  —~ ~ -
A B AlB
——
X
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5 : RANGS DES MATRICES A ET A|B

RESOLUTION MATHEMATIQUE

+ 933 wm
o o =)
YRS co o ~o ~
co oo~ ~ oo o —
co -0 o oo oo —
o~ oo ~o c oo o
O OO O cC o o —~ o
Ees=SE oc~oc o ~o
o~ o oo _

1_0100
—~ o0 oo ~
—~ o o oo ~T—ooo
— -0 oo o —~ oo oo o

I I

SIS = SIS e
co o ~o ~ coco o ~o ~
coo~~o co~o o~
o~ o oo o~ o oo~
co -0 o~ coo o
co -0 o co -0 o
o~ -0 oo o~ oo -0
— oo oo~ - - R=E=
—~ oo o ~o — o - 0o oo
- E-R=N= — -0 0o o

e
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APPLICATIONS EN GESTION

-~

RESOLUTION MATHEMATIQUE : RANGS DES MATRICES A ET A|B (SUITE)

0
1
0
1
0

— 10 O

4
30
16
40

5

3

0
0
1
0
1

1
0
0
0
1

1

0 0 O

0
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : RANGS DES MATRICES A ET A|B (SUITE)

1 1.1 0 0 O O 0 0 4 1 1.1 0 0 O O O Of 4
0 1 0 0 1 O 0 1 0 30 0 1 0 0 1 O O 1 o0]30
0 0 1 0 0 1 0 0 1 40 0o 0 1 0 O 1 O O 1/|40
— 10 0 0 1 1 1 1 1 1 86 |—|0 O O 1 1 1 1 1 1|86
o 0o o 0 00 -1 -1 -1]|-81 o 0 0 0 0 0 1 1 1]81
0O 0 0 0 0 O 1 1 1 3 o 0o 0o 0 0 01 1 1|3
1 1.1 0 0 O O O O 4
0 1 0 0 1 0 O 1 O 30
0 0 1 0 0 1 O 0 1 40 rang(A) =5
—f/o o 0 1 1 1 1 1 1| 86 ﬁ{ = rang(A) # rang(A|B)
0 0000 0O 1 1 1| 81 rang(A|B) =6
0 0 0 0600 0 O0 0}-78 Le systeme Iinéairevy est incompatible
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APPLICATIONS EN GESTION

SOUS-SECTION 4.3.3 :
APPLICATION EN LOGISTIQUE

PROBLEME 3 : LIVRAISON DE MARCHANDISES A DES CLIENTS

Une entreprise dispose de marchandises dans 2 entrep6ts (A et B) et doit les livrer a 3 clients (C1,
C2 et C3).

* Le client C1 a commandé 90 unités de marchandises ;
* Le client C2 a commandé 150 unités de marchandises;
* Le client C3 a commandé 130 unités de marchandises.
Les contraintes sur les capacités des dépdts sont les suivantes :
* L'entrep6t A peut envoyer un total de 190 unités de marchandises;
* |'entrepdt B peut envoyer un total de 180 unités de marchandises.
Déterminer les quantités de marchandises a envoyer de chaque entrepot a chacun des clients.




Eléments d’algebre linéaire

APPLICATIONS EN GESTION

FORMALISATION MATHEMATIQUE : EQUATIONS DES CONTRAINTES
Désignons les quantités de marchandises envoyées de chaque entrep6t a chaque client par :
* x1 : Quantité de marchandises envoyées de I'entrepét A au client C1;
* X : Quantité de marchandises envoyées de |'entrepdt A au client C2;
* x3 : Quantité de marchandises envoyées de I'entrepét A au client C3;
* 1 : Quantité de marchandises envoyées de |'entrep6t B au client C1;
* ¥ : Quantité de marchandises envoyées de I'entrep6t B au client C2;

* y3 : Quantité de marchandises envoyées de I'entrepét B au client C3.

Commande de chaque client : Capacité de chaque entrepét :
* Client C1 : x;+y; =90 * Entrep6t E1 : x; +x2 +x3 =190
e Client C2 : xp+y, =150 * Entrepot E2 : y;1 + y2 + y3 =180

* Client C3 : x3+y3=130




Eléments d’algebre linéaire

APPLICATIONS EN GESTION

MODELISATION MATHEMATIQUE : SYSTEME LINEAIRE

Les quantités de marchandises a envoyer de chaque entrepdt a chacun des clients sont données par
la résolution du systéme linéaire & suivant :

X1+ = 90 1x1 +0x2 +0x3+1y; +0y2+0y3 = 90
X2+ )2 = 150 0x;+1x2+0x3 +0y1 + 1y2 +0y3 = 150
L X3+)3 = 130 = F:{ 0x1+0x2+1x3+0y;+0y,+1ys = 130
X1+x2+x3 = 190 1x1+1x2+1x3 +0y1 +0y2 +0y3 = 190
n+y:+y3 = 180 0x1+0x2+0x3+1y;+1y,+1y3 = 180

REMARQUE

& n’étant pas un systeme de Cramer, il ne peut étre résolu par inversion matricielle ou par la
méthode de Cramer. En revanche, il peut étre résolu par substitution, par élimination de Gauss ou
par élimination de Gauss - Jordan.
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APPLICATIONS EN GESTION

MODELISATION MATHEMATIQUE : ECRITURE MATRICIELLE

L'écriture matricielle AX = B du systéme linéaire . ainsi que sa matrice augmentée A|B sont les

suivantes :
1 00 1 0 0 il 90 1 0
01 0 0 1 0 x2 150 0 1
3
001 0 0 1 y1:130 — AB=|0 ©
1 1.1 0 0 0 190 11
o o o 1 1 1)1 \so 0 0
V3
~ ~ ——
A ~— B

o = = O O

_ o O O

= o O~ O

o = O O

90
150
130
190
180
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : RANGS DES MATRICES A ET A|B

1 0 0 1 0 0| 9 1 0 0 1 0 O/ 9
0 1 0 0 1 0] 150 1 11 0 0 0190
AlB = 6 601 0 0 1,13)_,]j0 1 0 0 1 0] 150
1 1 1 0 0 0] 190 0 0 1 0 0 1]/ 130
0O 0 0 1 1 1]180 0O 0 0 1 1 1]180
1 0 0 1 0 0] 9 1 0 O 1 0 0] 90
0 1 1 -1 0 0/ 100 0 1 1 -1 0 0] 100
0o 1.0 0 1 O|150f_ |0 O -1 1 1 0] 50
o 0 1 O o0 1)130 0 0 1 0 0 1] 130
o 0 0 1 1 1]180 0 0 1 1 1180
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : RANGS DES MATRICES A ET A|B (SUITE)

1 0 0 1 0 0] 90 1 0 0 1 0 0] 90
0 1 1 -1 0 0] 100 0 1 1 -1 0 0] 100
_ .10 0 1 06 0 1|18|_,f0 0 1 0 0 1|130
0O 0 -1 1 1 0] 50 0 0 O 1 1 1| 180
0O 0 O 1 1 1| 180 0 0 O 1 1 1| 180
1 0 0 1 0 O/ 9
0l e
— - = rang(A) =rang(A|B)
0O 0 0 1 1 1| 180 rang(A|B) = 4
0O 0 0 0 O O 0 N ~

Le systeme linéaire . est compatible

Comme rang(A) = rang(A|B) = 4 <6 (nombre d'inconnues), le systéme linéaire ¥ admet une infinité
de solutions.
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : ELIMINATION DE GAUSS

1 0 0 1 0 0 90 ]-xl +OJC2+Ox3+1y1 +0y2+0y3 e 90
SO i Ox;+1x,+1x3—1y;+0y2+0ys = 100
00 1 0 0 1]|130 o - e T O, = TG
00 0 1 1 1]|180 N AN A
000 0 00 0 0x1 +0x2+0x3+0y; +0y2+0y3 = O
iliil , B 19000 x1 =90 (180 — 5 — 3) = yptys—90
2+ X3=)1 =
- —Y2—y3) - - = 150—
= X3+)3 = 130 —{ ¥ =100+{180-y>=ys)~(130=ys) - 5 R
+y2+ys = 180 3 = 130-y3
0o - & = 180—-y2-y3
0 = 0
= | X*=[y2+y3-90; 150—y» ; 130—y3; 180—y2—y3; yo; ¥31' , Vy2, )3 €R
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RESOLUTION MATHEMATIQUE : ELIMINATION DE GAUSS - JORDAN
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-~

130
180

Gauss |0 0

130
190

1
0

0
0

S~

AlB =

|

-90
280
130
180

180

©
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : ELIMINATION DE GAUSS - JORDAN (SUITE)

0RO 0N ST S 1S90 1x;+0x2 +0x3+0y1 =1y, —1y3 = —90
T I 0x1 + 1% +0x3+0y; +1y2 +0y; = 150
e = 0x1 +0x2+1x3+0y1 +0y2 +1y3 = 130
\0 0 0 1] 1 1 180} 0x1+0xp+0x3+1y1 +1y,+1y; = 180
0 0 0 0 ‘ 0 0 ‘ 0 0x1 +0x2+0x3+0y; +0y2, +0y3 = 0
xi—y2—-ys = -90 X1 = y2+ys—90
] m+y = 150 ] x» = 150-y
X3+ V3 =] 130 X3 = 130 — V3
yi+y2+ys = 180 o= 180-y2-ys

= [ X*=[)2+y3-90; 150—y> ; 130—y3; 180—y2—y3; ¥2; ¥3l' , Vy2, )3 €R
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APPLICATIONS EN GESTION

VERIFICATION : SUBSTITUTION DES SOLUTIONS DANS LE SYSTEME LINEAIRE

Prenons des valeurs quelconques de y, et ys dans R, des zéros pour simplifier les calculs :

X1+ )1 = 90 —-90+ 180 = 90
X2+ )2 = 150 150+0 = 150
S8 X3+Y3 = 130 = ¥:{ 130+0 = 130
X1+x2+x3 = 190 -90+150+130 = 190

Yity2+ys = 180 180+0+0 = 180
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SOUS-SECTION 4.3.4 :
APPLICATION EN GESTION FINANCIERE

PROBLEME 4 : REPARTITION DU BUDGET TOTAL D’UNE ENTREPRISE

Une entreprise doit répartir un budget total de 90000 DH entre 3 services : marketing, administration
et production. La répartition de ce budget doit se faire selon les conditions suivantes :

* Le budget alloué au marketing est le double de celui alloué a I'administration ;
* Le budget alloué a la production est le triple de celui alloué a I'administration.
Déterminer le montant des budgets que cette entreprise doit allouer a chacun des services.
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APPLICATIONS EN GESTION

FORMALISATION MATHEMATIQUE : EQUATIONS DES CONTRAINTES
On formalise les budgets alloués a chacun des services comme suit :

* x : Budget alloué au marketing;

* y : Budget alloué a I'administration ;

* z : Budget alloué a la production.
Les contraintes sur les budgets sont les suivantes :

* Budget total : x+ y+ z=90000

* Budget du marketing : x=2y

* Budget de la production : z=3y
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APPLICATIONS EN GESTION

MODELISATION MATHEMATIQUE : SYSTEME LINEAIRE & ECRITURE MATRICIELLE

Les budgets alloués a chacun des services sont donnés par la résolution du systeme .% suivant :

X+y+z = 90000 1x+1y+ 1z = 90000 Lo L I ffen  eaes
Ly X = 2y =% 1lx-2y+0z=0 — (! -2 0|fy|=| ©
z = 3y 0x—3y+1z=0 0 -3 1J\z 0

—_—— Y ——
A X B

La matrice carrée A est inversible (det(A) = —6 #0), le systéme linéaire . est un systéme de Cramer
et il admet en conséquence une solution unique.

v

REMARQUE

& étant un systeme de Cramer, il peut étre résolu par toutes les méthodes abordées dans le cours.
En particulier, il peut étre résolu par inversion matricielle et par la méthode de Cramer.
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : INVERSION MATRICIELLE

1/3 2/3 -1/3 1/3  2/3 —=1/3\ {90000 30000
Al=(1/6 -1/6 -1/6|=X*=A"'B=|1/6 -1/6 -1/6 0 |=|X*=]15000
1/2 -1/2 1/2 1/2 -1/2 1/2 0 45000
RESOLUTION MATHEMATIQUE : METHODE DE CRAMER
1 1 1 90000 1 1 1 90000 1 1 1 90000
A=l -2 of,A,=| 0 -2 o/,A,=]1 0 0f,A,=|1 -2 0
0 -3 1 0 -3 1 0 0 1 0 -3 0
. Ay —180000 " Ay —-90000 . Az —=270000
—x =—=——=30000, y"=—= =15000, z© = — = — =45000
A -6 A - A —
30000
X* =115000
45000
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : RANGS DES MATRICES A ET A|B

xty+z = 90000 11 1) (x) (90000 1 1 1] 90000
y: X 2y — 1 -2 0 y = 8 :A|B: é -2 (1) 0

Z _ 3y 0 -3 1)\z -3 0

—_— e ——

A X B
1 1 1 | 90000 1 1 1 90000 1 1 1 90000
AlB = 1 2 0 0 _.]0 -3 -1 | -90000(__ O 1 1/3 | 30000
0 -3 1 0 0 -3 1 0 0 -3 1 0
1 1 1 90000
(0 1 1/3|30000f__ rang(A) = rang(A|B) =3 (nombre d'inconnues)
0 O 2 90000

Le systeme linéaire ¥ admet une solution unique.
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : ELIMINATION DE GAUSS

oo Lo st 1x+1y+1z = 90000 Xx+y+z = 90000
01 1/3 1300001 { Ox+1y+z/3 = 30000 —> { y+z/3 = 30000
A 0x+0y+2z = 90000 z = 45000
X+y+z = 90000 X = 30000 30000
— { y = 15000 = { y = 15000 =>|X*= (15000)
z = 45000 z 45000 45000
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : ELIMINATION DE GAUSS - JORDAN

1 1 1 | 90000 1
AlB = 1 -2 0 0 Gauss | 0
0 1

-3 0 0
1 1 190000 11

_lo 1 o] 15000 0 1
0 0 1| 45000 0 0
1x+0y+0z = 30000

—{ 0x+1y+0z = 15000 =>
0x+0y+1z = 45000

1
1
0

x
y
%

1 90000 1 1 1 90000
1/3 | 30000 __ 10 1 1/3 | 30000
2 90000 0 O 1 45000

45000 1
15000 ___ o

45000 0

0 0 | 30000
1 0 | 15000
0 1 | 45000

30000
15000 =
45000

30000
X* =]15000

45000

|
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APPLICATIONS EN GESTION

VERIFICATION : SUBSTITUTION DES SOLUTIONS DANS LE SYSTEME LINEAIRE

15000 — 15000 15000
45000 45000 = 45000

{ x+y+z = 90000 { 30000 + 15000 +45000 = 90000
y

z
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APPLICATIONS EN GESTION

SOUS-SECTION 4.3.5 :
APPLICATION EN MARKETING

PROBLEME 5 : REPARTITION DES DEPENSES PUBLICITAIRES D’UNE ENTREPRISE

Une entreprise investit dans 3 canaux publicitaires : la télévision, la radio et les réseaux sociaux.
Elle a fixé a cet effet un budget de 120000 DH pour un nombre total de publicités égal a 120. Elle
veut que les publicités sur les réseaux sociaux soient 2 fois celles a la radio.

Les prix unitaires des publicitaires sont les suivants :

* Une publicité a la télévision colite 1500 DH;
* Une publicité a la radio coiite 500 DH;
* Une publicité sur les réseaux sociaux colte 1000 DH.
Combien de publicités cette entreprise devrait-elle consacrer a chacun des canaux?
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APPLICATIONS EN GESTION

FORMALISATION MATHEMATIQUE : EQUATIONS DES CONTRAINTES
On formalise les nombres de publicités sur chacun des canaux comme suit :

* x : Le nombre de publicités a la télévision;

* y : Le nombre de publicités a la radio;

* z: Le nombre de publicités sur les réseaux sociaux.
Les contraintes sur les budgets sont les suivantes :

* Total des publicités :x+ y+z =120

* Budget total : 1500x + 500y + 1000z = 120000

¢ Condition : z=2y
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APPLICATIONS EN GESTION

MODELISATION MATHEMATIQUE : SYSTEME LINEAIRE & ECRITURE MATRICIELLE

Le nombre de publicités a diffuser sur chaque canal est donné par la résolution du systéeme &% :

xX+y+z = 120 lx+1y+1z = 120
&4 1500x+500y+1000z = 120000 <= .#:4 1500x+500y+1000z = 120000
z = 2y 0x—-2y+1z = 0
1 1 1 X 120
= |1500 500 1000 ||y |=120000|= det(A) =—-2000#0= A inversible
0 =2 1 z 0
~ S~
A X B

Le systeme linéaire % est un systeme de Cramer, il admet en conséquence une solution unique.

REMARQUE
& étant un systeme de Cramer, il peut étre résolu par toutes les méthodes abordées dans le cours.
En particulier, il peut étre résolu par inversion matricielle et par la méthode de Cramer.

v
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : INVERSION MATRICIELLE

-5/4  3/2000 -1/4 -5/4 3/2000 -1/4 120 30
A'=|3/4 -1/2000 -1/4|=>X*=A"'B=|3/4 -1/2000 -1/4||120000|=|X*=]30

3/2  —-1/1000 1/2 3/2  -1/1000 1/2 0 60

o

RESOLUTION MATHEMATIQUE : METHODE DE CRAMER

120 1 1 1 120 1 1 1 1200
A =det(4) , Ay=[120000 500 1000|, A,=|1500 120000 1000|, A;= 1500 500 120000
0 -2 1 0 0 1 0 -2 0
. Ay —60000 . Ay —60000 . A, —120000 . (30)
—= X === =30, = — = = , =— == = | X" =130
A —2000 A —2000 A —2000 60
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : RANGS DES MATRICES A ET A|B

1 1 1 120 1 1 1/]120 1 1 1 120
AlB = 1500 500 1000 | 120000 _ |3 1 2| 240|_ |0 -2 -1 | -120
0 -2 1 0 0 -2 1 0 0o -2 1 0
1 1 1 120 1 1 1 120
rang(A) =3
. I /2| 60)_, |0 1 1/72| 60| __ —> rang(A) = rang(A|B)
0 -2 1 0 0o 0 2 120 rang(A|B) = 3

-

)

Le systéme linéaire .# est compatible

Comme rang(A) = rang(A|B) =3 (nombre d'inconnues), le systeme linéaire .# admet une solution
unique.

v
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : ELIMINATION DE GAUSS

1 1 1 120 1 1 1 120 lx+1y+1z - 120
AlB = 1500 500 1000 | 120000 _ [0 1 1/2 | 60 :{ 0x+1y+05z = 60
g = L L v 120 0x+0y+2z = 120
x+y+z = 120 x+y+z = 120 x =30 30
:{ y+05z = 60 :{ y = 30 z{ y=30 = X*=(30)
z = 60 z = 60 z2=60 60
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APPLICATIONS EN GESTION

RESOLUTION MATHEMATIQUE : ELIMINATION DE GAUSS - JORDAN

1 1 1 120 1 1 1 |120 1
A|B = |1500 500 1000 | 120000 | Gauss |0 1 1/2 | 60 |
0o -2 1 0 0 o 120 0
1 1 1]120 1 1 0]60 1 0 0]30
_ o 1 30[__lo 1 30[__ 1o 1 30| _
0 0 1| 60 0 0 1|60 0 0 1|60
x=30 30

=<{ y=30 =|X"=]30
z=60 60

1x+0y+0z
Ox+1y+0z
0x+0y+1z

30
30
60
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APPLICATIONS EN GESTION

VERIFICATION : SUBSTITUTION DES SOLUTIONS DANS LE SYSTEME LINEAIRE

xX+y+z = 120 30+30+60 = 120
1500x +500y +1000z = 120000 =4 1500 x30+500x30+1000x60 = 120000
z = 2y 60 = 2x30
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