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Modélisation des rentabilités financiéeres G

CHAPITRE 1
MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

SECTION 1.1 : DEFINITIONS

SECTION 1.2 : MODELE AUTOREGRESSIF
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SECTION 1.5 : RACINE UNITAIRE
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Modélisation des rentabilités financiéeres Q

SECTION 1.1
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Modélisation des rentabilités financiéeres
DEFINITIONS g

PROCESSUS GENERATEUR DES DONNEES

“‘ La figure ci-contre retrz?ce I"évolution de la log-

rentabilité d'un actif financier dans le temps.
Il s’agit de la représentation graphique d'une
fonction mathématique inconnue qui génére a
chaque instant une nouvelle observation de la
0 log-rentabilité. Cette fonction mathématique est
appelée Processus Générateur des Données

T T T T T
DTN I DON I ITMIOINIITIN I IININI (PGD)
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Modélisation des rentabilités financiéeres
DEFINITIONS g

MODELISATION D’UN PROCESSUS GENERATEUR DES DONNEES

Le PGD étant inconnu, le role de |I'économetre consiste a trouver la fonction mathématique
qui soit la meilleure approximation possible de ce PGD. Cette approximation est appelée
modele, et la démarche entreprise par I'économétre le conduisant a son modeéle est appelée
modélisation.

v

REMARQUE

Un modeéle n'étant qu'une approximation du PGD est par définition faux mais il peut étre
utile comme le souligne le statisticien britannique George BOX (Box, 1976) :

"All models are wrong, some are useful."
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Modélisation des rentabilités financiéeres
DEFINITIONS g

METHODOLOGIE DE BOX AND JENKINS (1976)

Box and Jenkins (1976) ont proposé une stratégie révolutionnaire dans le domaine de la
modélisation des séries chronologiques. Leur méthodologie se déroule en trois étapes :

1. Identification de la meilleure approximation possible du PGD étudié.
2. Estimation des paramétres du modéle retenu dans la premiére étape.

3. Validation du modéle estimé dans la deuxieme étape a I'aide de tests statistiques.

C'est cette approche qui sera présentée et étudiée dans ce cours d'économétrie financiere.

o
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Modélisation des rentabilités financiéeres

DEFINITIONS G i

PROCESSUS STOCHASTIQUE

Un processus stochastique est une suite de variables aléatoires indexées par le temps
{y1,¥2,--*,¥t,=-, yr}. La réalisation de ce processus constitue sa trajectoire.

REMARQUES
* Si le temps t est continu (7 €R) alors y; est un processus stochastique continu.
* Si le temps ¢ est discret (t€Z) alors y; est un processus stochastique discret.
* Un processus stochastique est aussi appelé série temporelle ou série chronologique.

* Ces derniéres appellations sont réservées aux processus stochastiques discrets.

* Un processus stochastique est noté {yt}thl ou simplement y;.
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MODELISATION DES RENTABILITES

DEFINITIONS

FINANCIERES

EXEMPLES
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* A gauche, {Pt}tT est le processus stochastique des prix d'un actif financier;

* A droite, {rt}tT est le processus stochastique des rentabilités d'un actif financier.
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

DEFINITIONS

PROCESSUS STOCHASTIQUE STATIONNAIRE

Un processus stochastique y; est dit stationnaire au sens faible ou stationnaire au
second ordre ou encore stationnaire en covariance si ses moments non conditionnels
d'ordres un et deux sont finis et indépendants de I'indice temporel ¢, c'est a dire :

1. E(yt)=p<oo, Yt=1,2,---,T
2. V(yr)=0?<o0, ¥t=1,2,--,T
3. cov(ysYi-k) =Yk <oo, Vt=1,2,---,T et Yk=1,2,-

REMARQUE J
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

DEFINITIONS

EXEMPLE : LE BRUIT BLANC

o 4HIH |J.}m J\I‘n “\ “I J I
(it

T T T T T T T T T 1
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Le bruit blanc? {e,&5, - ,&7}, noté &, ~ WN(0,02),
est un processus stochastique vérifiant 3 propriétés :

1. E(et):(), Vi=1,2,---,T
2 V(gt):o’g , Vt=1,2,---,T
3. cov(er,e—f)=0, Vt=1,2,---,T et Yk=1,2,---

a. White noise en anglais.

Le bruit blanc €; est un processus stochastique stationnaire, il fluctue autour de sa moyenne
nulle et reste a l'intérieur d’une zone stable [—-go. , +qo.], ou g est le quantile d'une

distribution de probabilités.
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

DEFINITIONS

CONTRE-EXEMPLE : LA MARCHE ALEATOIRE

30

| . L
A Ww\ﬂw La marche aléatoire?, ou marche au hasard,
" W v {w1,wy,- - ,wT}, est un processus stochastique donné
o]

par :

9 J]‘ln Al 2
LAY wr=wr-1+&, €.~WN(0,07)
B a. Random walk en anglais.
40

T T T T T T T T T
50 100 160 200 250 300 350 400 450 500

La marche aléatoire w; est un processus stochastique non-stationnaire puisque sa moyenne
et/ou sa variance changent dans le temps.
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

DEFINITIONS

THEOREME DE DECOMPOSITION DE WOLD

Tout processus stochastique y; stationnaire au sens faible peut s'écrire sous forme d'une
somme pondérée infinie de bruits blancs présent e; et passés €;-1,€:—2,--- plus, éventuel-
lement, un processus déterministe 77, parfaitement prévisible :

+00
Ye=1n:+ Z Vi€
i=0

avec :
s yo=1lety;cR

e Y w? < +00 pour assurer |'existence des moments d’ordre 2.
=071
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

DEFINITIONS

OPERATEUR RETARD

L'opérateur retard noté L (Lag) ou B (Backshift) permet de passer d'une variable aléa-
toire y; a sa valeur retardée y;_; de la maniére suivante :

Yi-1=Ly;

GENERALISATION
La définition précédente de |'opérateur retard peut se généraliser comme suit :
Vi-k = Lk}’t
Intuition :
Ye—2=Lyi 1= L(LJ/t) = Lzyt
Yi-3=Ly;2= L(LZJ/I) = L3J/t"‘
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

DEFINITIONS

REMARQUE
Si le processus stochastique y; prend la méme valeur 8 a chaque instant ¢, alors on a :

Vo1 =Ly =0 =19

On en conclut que I'opérateur retard n'a aucun effet sur une constante. Il se comporte, de
ce fait, exactement comme I'élément neutre de la multiplication, i.e. le nombre 1, quand il
est appliqué a une constante.

v
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

DEFINITIONS

POLYNOME RETARD
Le polynome retard ® (L) permet d'écrire une combinaison linéaire de variables retardées
de maniére réduite en utilisant I'opérateur retard L comme suit :
oY+ P1Yi-1+GoYia++ PpYion=Poye + Pr1Lye + G2l Y+ + PuLl"yy
= (Po+prL+@aL?+-+ ) Ly

~ v

o(L)

OPERATEUR DE DIFFERENCE
Dans le cas particulier d'une différence premiere, on a :
t=Ye-1=Y:—Ly:=(1-L) y;
Y=Yy Yy y y
A

A est appelé opérateur de différence.
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1. Modélisation des rentabilités financiéres
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

SECTION 1.2
MODELE AUTOREGRESSIF

* REPRESENTATIONS

* CONDITIONS DE STATIONNARITE
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

REPRESENTATIONS J

MODELE AUTOREGRESSIF D’ORDRE 1

Un modele autorégressif d’ordre 1, noté AR(1), s'écrit comme suit :
Ye=0+a1yi—1+¢€:, Vt=1,2,---, T

avec &; ~ WN(O,U%) et a; #Z0.

REMARQUE

Dans un modéle AR(1), la variable aléatoire y; est régressée sur sa propre valeur retardée
d'une période y;_;.

o

EXEMPLE

Y = 1+0-1J’t—1+5t 5 EINWN 0;1)
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES @

MODELE AUTOREGRESSIF

MODELE AUTOREGRESSIF D’ORDRE 2
Un modeéle autorégressif d’ordre 2, noté AR(2), s'écrit comme suit :

yve=0+a1yi1+azyroter, Ve=1,2,---, T

avec &; ~ WN(0,0’%) et as #0.

REMARQUE

Dans un modele AR(2), la variable aléatoire y; est régressée sur ses propres valeurs retardées
d'une et deux périodes y;_1 et y;_o.

EXEMPLE

Y = 0-2yl‘—1 + 0-1J/t—2 +E¢, Er~ WN 0;1)

o
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF

MODELE AUTOREGRESSIF D’ORDRE p

Un modéle autorégressif d’ordre p, noté AR(p), s'écrit comme suit :
yi=0+aryia+aryr o+ +tapyrpter, Ve=1,2,---,T

avec &, ~WN(0,0%) et a), #0.

REMARQUE
Dans un modele AR(p), la variable aléatoire y; est régressée sur ses p valeurs retardées
Yt-1,Yt-2,""" Vt-p-

EXEMPLE
Ye=04y,1+03y;-2—-0.2y,3+¢€;, £, ~WN(0; 1)

v
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

CONDITIONS DE STATIONNARITE )

THEOREME : CONDITION DE STATIONNARITE D’UN PROCESSUS AR(1)
Soit y; un processus stochastique ayant la représentation autorégressive AR(1) suivante :

Ve=0+ai1y,1+¢;, €t~WN(0,U§) , a1 #0

Le processus stochastique y; est stationnaire si et seulement si son coefficient autorégressif
@) est strictement inférieur a un en valeur absolue (la;| <1).

i L
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

EXEMPLE
On considere un processus stochastique y; ayant la représentation AR(1) suivante :

Ve=1+0.1y;1+€;, €,~WN(0;1)

Le coefficient autorégressif de cette représentation AR(1) est inférieure a un en valeur
absolue. On conclut que le processus stochastique y; est stationnaire au sens faible.
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

THEOREME : CONDITION DE STATIONNARITE D’UN PROCESSUS AR(2)
Soit y; un processus stochastique ayant la représentation autorégressive AR(2) suivante :

Vi=0+a1y-1+Qyr2+€; , £1~WN(©0,02) , ay#0

Le processus stochastique y; est stationnaire si et seulement si ses coefficients autorégressifs
ay et a, vérifient les conditions suivantes :

° |ap|<1

°* ar+a;<l1

°* a,—a; <1

i L
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

EXEMPLE
On considere un processus stochastique y; ayant la représentation AR(2) suivante :

Ve = O.Zyt_l + 0-1yl‘—2 +&r, E.~WN(0;1)

Les coefficients autorégressifs de cette représentation AR(2) vérifient les conditions sui-
vantes :

° 0.1l <1
° 01+02=03<1
°01-02=-0.1<1

On conclut que le processus stochastique y; est stationnaire au sens faible.

] L
26122
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

ECRITURE ALTERNATIVE D’UN AR(p)

Le modele AR(p) s'écrit de maniére réduite a I'aide d’un polynéme retard comme suit :

Ve=0+a1y1+@yi2+- -t apyi-pt+Es

Vi—Q1Yi-1— QY2 = —ApYi-p =0+&;
Vi—a1Ly - al?y,——apLlPy, =0 +¢,
yi(l—aiL—apl* - —apLlP)=0+¢,
) a‘(rL) ’
D’ou
al)y;=0+¢; |

J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi) ECONOMETRIE FINANCIERE 20 janvier 2025 27122



MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF

EXEMPLE
On considéere un processus stochastique y; ayant la représentation AR(2) suivante :

Ve=02y,1+01y, 2+, €,~WN(0;1)

Alternativement, on peut réécrire cette représentation AR(2) comme suit :
Ve=02y,1+0.1y,2+¢&;
Y:—=02y;-1-0.1y:2 =€
y:—0.2Ly; —0.1L%y; = ¢;
y:(1-02L—0.1L%) = ¢,
) al) ’

v
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

EQUATION CARACTERISTIQUE D’UN AR(p)
A tout modele AR(p) on associe une équation caractéristique, notée EC, donnée par :

a(@=0=l-ajz-az*—-—a,z’=0

REMARQUE
La stationnarité d'un processus stochastique y; ayant une représentation AR(p) est déter-
minée par les racines de son équation caractéristique a (z) =0.

o
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

EXEMPLE

On considére un processus stochastique y; ayant la représentation AR(2) suivante :

Y = O.Zyt_l + 0.1yt_2 +&r, E.~WN(0;1)

L'équation caractéristique de cette représentation AR(2) s'écrit :

a(z) =0<— 1-0.2z-0.12>=0

i L
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

THEOREME : CONDITION DE STATIONNARITE D’UN PROCESSUS AR(p)

Soit y; un processus stochastique ayant la représentation autorégressive AR(p) suivante :
Vyi=0+a1yr 1+ @y ot +apyrpter, £t~WN(0,0§) , ap#0

Le processus stochastique y; est stationnaire si et seulement si toutes les racines
1,25, "+, %, de son équation caractéristique a(z) =0 sont strictement supérieures a un
en module?.

a. Le module est la généralisation de la valeur absolue dans I'ensemble des nombres complexes.

i L
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF

EXEMPLE

On considéere un processus stochastique y; ayant la représentation AR(2) suivante :

Ve=02y,1+01y, 2+, €,~WN(0;1)

L'équation caractéristique de cette représentation AR(2) peut se réécrire, en multipliant

ses membres par -10, comme suit :

Z2+2z-10=0

La résolution de cette équation donne (A =44):

z} =—4.32 z) =2.32

Les racines z{ et z; de I'équation caractéristique étant strictement supérieures a un en

module, on conclut que le processus stochastique y; est stationnaire au sens faible.
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

COROLLAIRE
Soit y; un processus stochastique ayant la représentation autorégressive AR(p) suivante :

Vi=0+a1yr 1+ @y o+t apyrpt+er, 5,;~WN(0,0§) , ap#0

Le processus stochastique y; est stationnaire si et seulement si toutes les racines inverses
1/z{,1/z,,-++,1/z, de son équation caractéristique a(z) =0, dites racines caractéris-
tiques, se trouvent strictement a l'intérieur du cercle unitaire.

REMARQUE

Si I'une des racines caractéristiques associées a un processus stochastique y; se trouve sur
le cercle unitaire, on dit que ce processus a une racine unitaire. Le processus stochastique
¥ est dans ce cas non-stationnaire.
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

EXEMPLE
On considéere un processus stochastique y; ayant la représentation AR(2) suivante :

Ve=02y,1+01y, 2+, €,~WN(0;1)

Les racines caractéristiques 1/z; = —0.23 et 1/z; = 0.43
de I'équation caractéristique étant strictement a l'inté-
rieur du cercle unitaire, on conclut que le processus sto-
chastique y; est stationnaire au sens faible.

o
L
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

PROPRIETES STATISTIQUES )

ESPERANCE MATHEMATIQUE E(y;)

Soit y; un processus stochastique ayant la représentation autorégressive AR(p) suivante :
yi=0+a1yr 1+ acyr ot +apyrpter, £t~WN(0,ag) , ap#0

Sous I'hypothése de stationnarité du processus y;, on pose E(y;) = p :

E(y)=0+a1E(yi—1)+a2E(yi—2)+--+apE(yi—p) +E(€) = p=0+a1p+asp+---+app

~—— ~—— ——
w u 7 © 0
D'ou :
_ 0
H l—al—a2—~~-—ap

~ n

i
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF g

EXEMPLE

On considéere un processus stochastique y; ayant la représentation AR(1) suivante :
Ve=1+0.1y,1+€;, €,~WN(0;1)
Le processus stochastique y; étant stationnaire, on pose E(y;) = u :

E(y:)=1+0.1E(y;-1) +E(e;) = p=1+0.1p

p Iz 0

v
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF g

REMARQUE : PROCESSUS CENTRE

Soit y; un processus stochastique ayant la représentation autorégressive AR(p) sans terme
constant suivante :

Vi= @Y1+ @Yo+ +ApYip+Er, €1~ WN©,02) , @, #0

Sous I'hypothése de stationnarité du processus y;, I'espérance mathématique E(y,) est
nulle puisque :

. l-a1—a2—-—ap -

Dans ce cas, y; un processus stochastique centré.
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF

EXEMPLE
On considere un processus stochastique y; ayant la représentation AR(2) suivante :

Ye=02y; 1401y o+, €, ~WN(0;1)
Le processus stochastique y; étant stationnaire, on pose E(y;) = :

E(y:)=0.2E(yt-1) +0.1E (y¢—2) + E(e) = p=0.2u+0.1p
N—— N—— —_——

p 7 7 0

D'ou :

]
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF g

VARIANCE V (y;)
Soit y; un processus stochastique ayant la représentation autorégressive AR(1) suivante :
Ve=0+a1y-1+¢€;, 6;~WN(0,0§) , a1 £0

Sous I'hypothése de stationnarité du processus y;, on pose V (y;) =02 :

V(y:)=aiV(yi1)+V(e) = 0° = afo” + 0%

~—— —_—— -
02 0?2 O¢
D’ou
0.2
2 5
o = 5
l-a7
o
i
J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi)
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

EXEMPLE
On considere un processus stochastique y; ayant la représentation AR(1) suivante :

Yt = 1+0-1J/t—1+5t 9 EINWN (0;1)
Le processus stochastique y; étant stationnaire, on pose V(y;) = 0?2 :

V(y) =0.1% V(ye-1)+Vie) = 02=0.1%0%+1
S—— —_— —

o2 a2 1

i L
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES @

MODELE AUTOREGRESSIF

REMARQUE

Pour tout processus stochastique y; ayant une représentation autorégressive AR(p) avec
p =2, le calcul de la variance V(y;) fait intervenir I'autocovariance cov(y;, ys—). Ainsi, la
variance et la fonction d'autocovariance sont obtenues simultanément par la résolution des
équations de Yule - Walker, en se rappelant que V(y;) = cov(y;, yr)

i L
J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi) ECONOMETRIE FINANCIERE 20 janvier 2025 41122



MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF

FONCTION D’AUTOCOVARIANCE cov (¢, Vi—)

Soit y¢ la version centrée d'un processus stochastique y; ayant une représentation autoré-
t t

gressive AR(p) :

2
Vi =Byl +azyi bt apy e, &~ WNO,0)

) ap¢0

Sous I'hypothése de stationnarité du processus y¢, on pose cov (yr, yi—k) = Vi :

Yi=E[(ye—1) - —1) = E(¥ivi_s)
=E(@1Y;_1Y; p+Q2YioViptt ApYipVi H eV L)

=a; E(J’?q)’ffk) +az E(J/f—zJ/f,k) Jreoo SR CrpE(yf_pyik) +E(£,;yf7k)
~ ~ - \ ~ V]

Yk-1 Yk-2 Yk-p

cov(eny; ;)

. _
D'ou : Yk = Yko1+ QaY ko2 + 0+ ApYk_p + COV(EL YE_})
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF g

FONCTION D’AUTOCOVARIANCE cov (yy, Yi—k) - SUITE
cov(s,;,y?_k) =2

c  _ c c c
Vick = O Y g1 T2V gt T ApYy g T E-k
c C Cc C
E[_Vt_k = alftyt_k_l + azetyt_k_z +---+ apftyt_k_p +E1EL—k

E(ey; ) = a1 E(eryy_y )+ a2 E(€ry; o)+ +apElery; )+ E(€€:1)
\ 1 o2 4

>
cov(erny;_,) cov(eny; _,)

~ | ——
cov(eny;_;_,) Co,,(gt,yg_k_p) cov(er,€r—k)

k=0= cov(es, y;) = a1 cov(es, yi_;) +az cov(es, yi_,) +---+ apcov(ey, yf_p) +cov(eys, €p)

g

g

—_——
0 0 0 o?
c _ c C
k>0= cov(ey, Vi) =arcov(eny, )+ +ap cov(st,yt_k_p) +cov(es, €4—k)
— (S
0 0 0
J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi)
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF

FONCTION D’AUTOCOVARIANCE cov (yy, Y¢—k) - SUITE

Finalement :

Yk = OélYk—1+0627’k—2+'“+04p}’k—p+{

g

0

2
&€

si k=0
si k>0

Notons que la variance de y; correspond au cas particulier de la fonction d’autocovariance

Yk pour k=0, c’est a dire : V() =yo.

REMARQUE
Sous I'hypothése de stationnarité de y;, on a :

Yk =cov(ye, Yi-k) = cov (Yrrr, ¥i) = cov (ye, yesk) = cov (Yo, Yi-(-1) = Y-k

o
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

EXEMPLE

On considéere un processus stochastique y; ayant la représentation AR(2) suivante :

Ye=02y;1+0.1y; 2+, €, ~WN(0;1)

1 sik=0
0 sik>0

Yk = 0.2’}’k_1 + O.I'Yk_z ar {

i L
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF .

FONCTION D’AUTOCORRELATION corr (ys, Yi—k)

La fonction d’autocorrélation corr (y, yi—k) entre y; et y,_k, notée p, est donnée par le
rapport entre la fonction d'autocovariance yy et la variance yy. On obtient :

2
o
£ sik=0
Pk = @1Pk—1 + XoPg_2+ +Appg_p+q V0
0 si k>0

_} =
461122
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF
i

EXEMPLE
On considere un processus stochastique y; ayant la représentation AR(2) suivante :

Y = 0.2_]/[_1 + 0-1J/t—2 +E¢, Er~ WN 0;1)

On a
1
— si k=0
Pk =02pr1+0.1prp+4 10
0 si k>0

]
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF g

EQUATIONS DE YULE-WALKER
Les équations de Yule-Walker sont données par :

p1=a1pot+az2p1t--tapP1—p

p2=ai1p1+a200+t -+ &pP2—p

La résolution par substitution récursive de ces équations permet d'obtenir les coefficients
d'autocorrélation p; et in fine les autocovariances y;.

i L
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

EXEMPLE

On considére un processus stochastique y; ayant la représentation AR(2) suivante :

Ve = 0.2_)/;_1 + O.Iyt_?_ +E¢, Er~ WN (0;1)

Equations de Yule-Walker : Sachant que pg=1 et p—1=p;, on a:
P1 20.2p0+0.1p_1 P1 :0.2+0.1p1 (1)
P2 = 0.2p1 +0.1p0 P2 = 0.2p1 +0.1 (2)

()~ [51=022] « ()= [p2 =011

i L
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

EXEMPLE - SUITE

()= [=022] et ()= =014

La variance :

1
po=1=0.2p;+0.1p, + -~ = |yo=V(y) ~1.06|
0

La fonction d’'autocovariance :

01 =ﬂ<:>‘)/1=p1)/0:0.2332‘
Yo
_Ye -
pz_y— < y2=p2yo=0.1484]
0
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF

Variance V (y;) et fonction d'autocovariance cov (ys; y—k) :

* Variance V (y;) :

d'ou :

Yo

Yo=0.1y1 +0.2y2 +1

1
o g2
Yo Yo Yo

1
1=0.1p; +0.2p2 + —
Yo

1

“1-0.1p1-02ps

J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi)
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF

Variance V (y;) et fonction d'autocovariance cov (ys; y;—k)
* Fonction d'autocovariance cov (y:; yi—) :

Equations de Yule - Walker :

p1=0.140.2p1 = 0.1250
P2 = 0.1p1 +0.2=0.2125
p3=0.1p5 +0.2p1 = 0.04625

et
o = 1.0582
. d'ou :
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES @

MODELE AUTOREGRESSIF

AR(1) Vi = 0-2+0-5yt—1 +€&r, E.~WN(0,4)

SERIES e = 2 * NRND

o] SERIES Y = 0

1 SMPL @FIRST+1 @LAST
Y=02+05*Y(-1)+e
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF g

Simulation de modéles AR

120
100
SERIES e = 2 * NRND il
SERIESY =0 60
SMPL @FIRST+1 @LAST 10
Y:0.2+Y(—1)+e 2
o
a0l

-40 T - - T - T - - T

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
AR(1):y;=02+y,q1+¢€;, €,~WN(0,4)
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

Simulation de modéles AR

30

SERIES e = 2 * NRND 7
SERIESY =0
SMPL @FIRST+1 OLAST o]

Y=02+09*Y(-1)+e

204

-30

T T T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

AR(1):y:=02+09y,_1+€;, &, ~ WN(0,4)
i L
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES

MODELE AUTOREGRESSIF g

Simulation de modéles AR

SERIES e = 2 * NRND "
SERIESY =0 3
SMPL @FIRST+2 OLAST o]

Y=03+01*Y(-1)+04*Y(-2)+e

T T T T T T T T T 1
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

AR(2):y:=03+0.1y,_1 +04y;_o+¢&; , £~ WN(0,4)
i L
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

Simulation de modéles AR

SERIES e = 2 * NRND
SERIES Y = 0
SMPL @FIRST+2 @LAST

Y=03+05%Y(-1)+04*Y(-2)+e g

T T T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

AR(2):y;=03+0.5y;-1+04y; >+¢€;, €, ~WN(0,4)
i L
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Modélisation des rentabilités financieres @

SECTION 1.3
MODELE MOYENNE MOBILE )
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
V.
3 -
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE Q

Formule analytique d'un MA(1)

Un modéle moyenne mobile d’ordre 1, noté M A(1), met en relation la variable aléatoire y;,
avec la valeur retardée d'une période du choc €;_; selon la forme analytique suivante :

yl’:9+ﬁ18t—1+€l" vVi=12,---,T (3)

avec £, ~ WN(0,02) et 1 #0.

] L
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

alternativement
Alternativement, le modele (3) peut s'écrire de maniére réduite a I'aide d'un polynéme
retard :

yt:0+ﬁ1[4£t+€t
=0+ (1+p1L)e;
=0+B(L)e;

avec B(L)=1+p,L.

] L
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Modélisation des rentabilités financiéeres

MODELE MOYENNE MOBILE

Espérance non conditionnelle E (y;)

E(y:)=E(0+Prer-1 +¢)
=0+pP1E(e~1)+E(e)
—_——  ——

L'espérance du processus y; ne dépend pas du temps .

0

=0
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Modélisation des rentabilités financiéeres

MODELE MOYENNE MOBILE

Variance non conditionnelle V (y;)

V(ye) =V (0+pres+er)
=BV (er-1)+V(e)
——— N~

La variance du processus y; ne dépend pas du temps t.

o}

ot +a?
- (1+)a?
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE

Fonction d'autocovariance cov(y:;yi—)

cov(ye; ye-x) = By = E(y) -k — E(ye-x)}
—— ——
0 0
= E[(ﬁlgt—l +Et) (,Blf?t—k—l +5t—k)]
= E(es-k+ P11 r—k—1 + Prr—16—k + PIE1-16-k—1)
=E(er&p—i) + PrE(€r€s—f—1) + P1E(€r—161-1) + ,B%E(gt—lgt—k—l)
=Ccov (€ €r—k) + Preov (€456 k—1) + P1COV (E4-1;€— k)

2 :
+ Bicov (€r-1;€1—k-1)

]
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE

Fonction d'autocovariance cov (ys; y,—)

e k=1:
cov(yi;yi-1) = E(€r&11) +P1 E(€1€:2) +P1 E (€r-18,1) +B3 E (61-181-2)
0 0 02 0
= p10?
e k>1:

cov(yi;yi-k) = E(erer ) +P1E(€rer k1) +P1E (€18, 1) +BT E (€111 1)

0 0 0 0

=0
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Fonction d’autocovariance cov (ys; y—)
,310'3 si k=1
cov(ys Ye-k) = , Vt=1,2,--,T et k#0
0sik>1

La fonction d'autocovariance cov (s yi—k) ne dépend pas du temps .

i L
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Rappel
Un processus stochastique y; est stationnaire au sens faible si ses moments non condition-
nels d’ordres un et deux sont finis et indépendants de I'indice temporel ¢, c'est a dire :

1. E(yr)=p<oo, Vt=1,2,---,T

2. V(y)=0*<o00, Vt=1,2,---,T

3. cov(ysYi—k) =YKk <oo, Vt=1,2,---,T et k#0

i L
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Modélisation des rentabilités financiéeres Q

MODELE MOYENNE MOBILE

Les propriétés statistiques d'un MA(1)
1. E(yt)ze ,Vt=1,2,---,T
2. V(y)=(1+poz, Vt=1,2,-,T

Bro? sik=1
. sVi—k) = . , Ve=1,2,---,T
3. cov(ysYi-k) {0 o o1l t et k#0
Il en résulte qu'un modele MA(1) est toujours stationnaire.

]
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE Q

modele moyenne mobile d'ordre g

Un modele moyenne mobile d'ordre g, noté M A(p), met en relation la variable aléatoire y;
avec les g valeurs retardées du choc €;_1,€;-2,-+,€;4 selon la forme analytique suivante :

Ve=0+P1€r1+ Poer2+ -+ PgEt—gter, VE=1,2,--, T (4)

avec £; ~ WN(0,0%) et Sy #0.
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

alternativement

Alternativement, le modeéle (4) peut s'écrire de maniere réduite a I'aide d'un opérateur
retard :

yt=0+ﬁ1L£t+ﬁ2L26t+’”+ﬁqu8t+Et

Ve=0+(1+B1L+PoLl*+--+ gLl e,
ye=0+pL) e

avec B(L) = 1+ﬁ1L+ﬁ2L2+...+ﬁqu_
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE

Espérance non conditionnelle E(y;) :

E(yt):E(0+ﬁ15t—1+,625t—2+"'+,3q£t_q+gt)
=0+ B1E(E;1)+B2E(er—2)+-+BysE(ei—g)+E
P (50, 1) +B2 (Eot 2) BqE(er-q) (Oet)
0
=0

L'espérance du processus y; ne dépend pas du temps t.

]
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Variance non conditionnelle V (y;)

V(ye) = V(0 +Brer—1+Pogra++Pyer—g+er)
=BV (€r-1) +P5 V (e1-2) +---+ﬁ2V(et_q)+ V()
— ~—— —_— ——

2 2 f

O¢ O¢ O¢ O¢
2, p2 2) .2
= (1+:61+162+"'+:Bq)06
La variance du processus y; ne dépend pas du temps t.
] L
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE

Fonction d’autocovariance cov (ys; y—)

cov (¥ Vi-k) =By — E(ye) Y-k — E(ye-)1}
74 T
=E [(ﬁlgt—l o+ PgEr-q +5t) (ﬁlft—k—l +o+ PgEr—k—q +€t—k)]

=Eles (e—k + Pr&s—k-1+ -+ Bg€Et-k—q)
+P1€1-1 (Etfk +P1€r g1+ + ,qutfqu)
dhooo

+BgEr—q (Et—k +PrEr g1+ + ﬁqgt—k—q)]

i
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Fonction d'autocovariance cov(ys; y,—)

cov (ys; Vi-i) =E(€s€1—k + Pr€r€—k—1+ -+ PgEt€i—k—q

+PrEr1Ek + ﬁ%gt—lgt—k—l +o+ B1BgEr-1€1-k—q
+ cee

2
+Bg€i-q€r-k+ BaPrEr—qEr—k-1+ -+ Pg€1-g€t-k—q)

=E(er€r—i) + P1E(€r€r—j—1) ++-- + ,BqE(Etft—k—q)
+B1E(er—1€8—k) + ﬁ%E(gt—lgt—k—l) +-+ P1BgE (Et—lft—k—q)
+ eee

+BqE (gt—qgt—k) +BgPrE (Et—qft—k—l) teet ,BZE (Et—qft—k—q)

ECONOMETRIE FINANCIERE
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Fonction d’autocovariance cov (ys; y—)
e g=2etk=1:

cov(y5; yi-1) =E (€1€1-1) + P1E (€1€1-2) + P2E (€1€-3)
+ B1E (€/-181-1) + BLE (€1-161-2) + P1P2E (€1-161-3)
+ B2E (€-261-1) + PaPLE (€1-2812) + P3E (€1-281-3)
=p10; + 2107

=(B1+ B2p1) 0"
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Fonction d’autocovariance cov (ys; y,—)

* g=2etk=2:

cov(ys; yi-2) =E (€1€1-2) + P1E (€1€1-3) + B2 E (€1€1-4)
+B1E (€1-181-2) + PLE (1-1€1-3) + B1 B2E (€1-161-4)
+ B2E (€1-2€1-2) + P21 E (€1-2€1-3) + P5E (€1-2€1-4)
=P2E (€¢-2€1-2)

_ 2
—ﬁZUs
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Fonction d'autocovariance cov(y:;yi—)
* g=2etk=3:

cov (ye; Yi-3) =E (€1&1-3) + P1E (€1€1-4) + P2E (€1€4-5)
+B1E (e1-16/-3) + BSE (€1-1€1-4) + B1B2E (€1-1€1—5)
+ B2E (e1-281-3) + P2 PLE (€1-2€1-4) + P5E (€121 5)
=0

* g=2etk>2:

COV(J’t;J/tfk) =0

i L
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE

Fonction d’autocovariance cov(ys; yi—k) :
Modele MA(2)

(B1+B2p1)o? si k=1
cov (¥ ye-k) =4 P02 sik=2 ,Vt=12,---,T et k#0
0 si k>2

La fonction d'autocovariance cov (¥ yi—k) ne dépend pas du temps .
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Fonction d'autocovariance cov(y:; yi—)
* g=3etk=1:

cov(ys;ye-1) =E(€1€1-1) + P1E (1€1-2) + B2 E (€1€1-3) P3E (€1€1—-1)
+B1E (e1-161-1) + BAE (€1-181-2) + B1P2E (€1-1€1-3) + B1 B3 E (E1-1€1-1)
+BoE (e/—261-1) + B2 P1E (€1-2€1—2) + BSE (€1—261-3) + B2 B3E (€1-2€—4)

+B3E (€1-381-1) + B3P1E (€1-361-2) + B3 BoE (€1-3€1—3) + PEE (€1-3614)

=P1E(er-1€¢-1) + PoPr1E (€1-2€1-2) + P3PoE (€4-3€1-3)
=p107% + P2p107 + B3 207

=(B1+ P21+ P3B2) o2
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Fonction d'autocovariance cov (ys; y,—)
* g=3etk=2:

cov(y; yi—2) =E(€1€1-2) + P1E (1€1-3) + B2 E (€1€1-4) + B3 E (€161—5)
+B1E (e1-1€1-2) + BAE (€1-18-3) + B1P2E (€1-161-4) + B1 B3 E (1-1€1-5)
+BoE (e/—261-2) + B2 P1E (€1-2€1-3) + BSE (€1—2€1-4) + P2 B3E (€1-2€—5)

+B3E (€1-3€1—2) + B3P1E (€1-361-3) + B3 BoE (€1-3€1—4) + PEE (€1_361-5)

=PoE (e¢-2€1-2) + P3P1E (€1-381-3)
=202+ P3pr0°

=(B2+ P3p1) oz )

i L
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Fonction d’autocovariance cov (ys; y,—)
* g=3etk=3:

cov(ys; yi-3) =E(€1€1-3) + P1E (1€1-4) + B2E (€1€1-5) + B3 E (€1€1—p)
+B1E (e1-1€1-3) + BAE (€1-181-4) + B1B2E (€1-1€1-5) + B1 B3 E (€1-1€1—6)
+BoE (e/—261-3) + P2 P1E (€1-2€1—4) + BSE (€126 1_5) + P2 B3 E (€1-2€—6)

+B3E (£:-361-3) + B3PLE (€1-31_4) + P3PoE (€136 1_5) + PEE (€1_3616)

=P3E (e;-3€1-3)

_ 2
_ﬁgag

i
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE

Fonction d'autocovariance cov(ys; y,—)
* g=3etk=4:

cov (ys; Vi-4) =E (€1€1-4) + P1E (€1€1-5) + P2 E (€1€1-6) + B3E (€181-7)
+B1E (61-18¢-4) + PLE (€-1€-5) + P1P2E (1-1€1—6) + P1 P3E (€4-16¢-7)
+B2E (€1-261-4) + P21 E (€1-2€1-5) + B3 E (€1-2€1—6) + P2 B3E (€1-261-7)
+B3E (e1-36¢-4) + PsP1E (€1—361—5) + P3P2E (€13 1-6) + P5E (€1-3E1-7)

=0

* g=3etk>3:

i
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Fonction d’autocovariance cov (ys; y—)
Modele M A(3)

(B1+ B2P1+P3f2)o% si k=1
(B2 + B3fr) o2 si k=2
cov(yeiyi-t) = ,VE=1,2,,T et k#0
B30z si k=3
0 si k>3

La fonction d'autocovariance cov (¥ yi—k) ne dépend pas du temps .
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE Q

Fonction d’autocovariance cov (ys; y—)
Modele MA(q)
—k :
o2y FBiPrsi sik=<gq
cov(ysyi-k) = , Vi=1,2,--- T, k#0 et Bo=1
0 si k>q

La fonction d'autocovariance cov (y;; yi—k) ne dépend pas du temps .
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Rappel

Un processus stochastique y; est stationnaire au sens faible si ses moments non condition-
nels d’ordres un et deux sont finis et indépendants de I'indice temporel ¢, c'est a dire :

1. E(yt)=p<oo, Vt=1,2,---,T

2. V(yi)=0?<o00, Vt=1,2,---,T

3. cov(ysYi-k) =Yk <oo, Vt=1,2,---,T et k#0

i L
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Les propriétés statistiques d'un MA(q)
1. E(y:)=6, vt=1,2,---,T
2. V(yt):(1+’6%+’3%+...+'52)0§  Vr=1,2,---,T
—k .
o2y BiPrvi sik=<gq
3. cov(ysyi-k) = vt=1,2,---,T
0 si k>q

Il en résulte qu'un modéle MA(qg) est toujours stationnaire.
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Simulations de modéles M A

12
SERIES e = 2 * NRND 4
SERIESY =0 0
YZO.S*G(—1)+G 44

T T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

MA@1):y;=0.8¢6,-1+&;, €,~WN(0,4)

J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi) ECONOMETRIE FINANCIERE 20 janvier 2025 87122




Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE

Simulations de modéles M A

SERIES e = 2 * NRND
SERIESY =0
Y=-05%e(-1)+e

50

T T T T T T T T 1
100 150 200 250 300 350 400 450 500

MAQ@):y;=-0.5e,1+¢€;, €,~WN(0,4)
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Simulations de modéles M A

20

164

SERIES e = 2 * NRND -
SERIES Y = 0 N
Y=08%e¢(-1)+03*e(-2)+e o]
84

424

T T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

MA@2):y;=0.86/-1+03e,p+¢;, €,~WN(0,4)

J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi)
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Modélisation des rentabilités financieres
MODELE MOYENNE MOBILE g

Simulations de modéles M A

SERIES e = 2 * NRND
SERIESY =0
Y=-05%e(-1)+03*e(-2)+e

18 T T T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

MA@2):y;=-0.56,-1+03€;2+&;, €,~WN(0,4)
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SECTION 1.4
MODELE AUTOREGRESSIF MOYENNE MOBILE
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Modélisation des rentabilités financiéeres
I\'IODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE g

modele autorégressif moyenne mobile d’ordre (1,1)

Un modele autorégressif moyenne mobile d’ordre (1,1), noté ARMA(1,1), met en relation
la variable aléatoire y; avec sa valeur retardée d'une période y;_; et la valeur retardée
d'une période du choc €;_; selon la forme analytique suivante :

yt=9+a1yt_1+ﬁ1£,_1+£t, vVt=1,2,---,T (5)

avec £, ~ WN(0,02) et a; #0 et B #0.
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Modélisation des rentabilités financiéeres
I\'IODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE g

aletrnativement

Alternativement, le modele (5) peut s'écrire de maniére réduite a I'aide de polynémes
retard comme suit :

Ve—a1yi-1=0+f1€-1 + &
Ye—a1Ly; =0+ B1Le; +¢;
I-a1D)y;=60+(1+p1L)¢;
aL)y;=0+p(L)e;

avec a(L)=1—a;L et B(L)=1+p1L.
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Modélisation des rentabilités financiéeres
I\'IODELE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE a

Condition de stationnarité d'un ARMA(1,1)

Le modele ARMA(1,1) est le mélange d'un modele AR(1) qui n'est pas toujours station-
naire et d'un modéle M A(1) qui est au contraire toujours stationnaire. Par conséquent, la
condition de stationnarité d'un modele ARMA(1,1) provient de celle de sa partie autoré-
gressive AR(1), en |'occurrence |a;| < 1.
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Modélisation des rentabilités financiéeres
NIODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE

Espérance non conditionnelle E(y;)

Sous I'hypothése de stationnarité de y;, notons E(y;)=pu :

Ve=0+a1yi—1+Pre—1+ €
E(y:)=E(0+a1yi-1+PrE-1 + &)
——r

u
=0+ a1 E(yi-1) +P1 E(€,-1) + E(€))
— —— N~
7 0 0
p=0+ap
pd-a)=0
d’ou :
]

y—
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Modélisation des rentabilités financiéeres
I\'IODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE

Variance non conditionnelle V (y;)
Sous I'hypothése de stationnarité de y;, notons V (y;) = o?
Ve=0+a1y1+pre—1+&;

V(y[) = V(Q +a1)Yr-1 +ﬁ1€[_1 + Et)
~———
o2
= a% V (ye-1) +ﬁ% V (er-1) + V(e +2a; cov (yi-1,€4)
o2 o2

+2p1 cov(es1,&) +2a1 Py cov (yi—1,€-1)
—— —_—
0 2

o? 0

i
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Modélisation des rentabilités financiéeres
NIODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE

Variance non conditionnelle V (y;)

cov (ye-1,€1-1) = E{lyi—1 — pll€ -1 — E(er-1)]}
0
=Eler(a1yi—2+ PrEr—2 +€1-1)]
=a1E€1y-2) +Pr1E(€r18r-2) + E(€r-1€1-1)

~~ v~ v~

0 0 a'g

2_ 2.2 @22 2 2
0 =ay0°+ Bi0o; +0; +2a1610%

Enfin :
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Modélisation des rentabilités financiéeres

MODELE AUTOREGRESSIF MOYENNE MOBILE

Fonction d'autocovariance cov(y:, y;—k)

Sous I'hypothése de stationnarité de y;, notons cov (y, yi—k) = vk

Ve=0+a1yi—1+Pre—1+ €

E(y:)=0+a1E(yi-1)+P1E(e-1)) +E(€))

7

Vi—p=ar(yio1—p)+ Prer + &

u
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Modélisation des rentabilités financiéeres
I\'IODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE g

Fonction d'autocovariance cov(y:, y;—)

Yie=E[(y:— 1) (Vi-r — 1]
= E{lay (yi-1 — 1) + Br€c—1 + €l [yi—k — 11}
=E (a1 (yi-1— 1) (Ve — 1) + Brs—1 (Ve—k — 1) + €1 (Ve-i — 11)]

=1 E[(yr-1— 1) (Yi-k — 1)) + BrElles—1 — E(€r— )1 [Yi—k — pl}
0
+Elle; — EE)Yi—i — b}
0

=10V (Yi-1;Yi-k) + B1cov(Es—1; Yi—k) + COV(EL; Vi)
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Modélisation des rentabilités financiéeres
NIODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE

Fonction d'autocovariance cov(y:, y;—)

y1=aicov(yi—1;yi-1) +,31fOV(Et—l;Yz—1)1+f0U(€t;Yz—1)4

-~ ~~

o2 o2 0
= a 0% + 10>
Y2 = @100V (i-1;Ye-2) +B1c0V(Er—1; yi—2) + COV(EL; Yi—2)

v~ ~~

771 0 0

=a1y1

Y= 1600 (yi-1;Yi-k) +B1 cOV(Er—1; Vi—i) + COV(EL; Vi—t)

~~

~~ N~

Yi-1 0 0

=a1Yk-1
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Modélisation des rentabilités financiéeres
I\'IODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE g

modele autorégressif moyenne mobile d'ordre (p, q)

Un modele autorégressif moyenne mobile d’ordre (p, q), noté ARMA(p, g), met en relation
la variable aléatoire y; avec ses p valeurs retardées y; 1,2, "+, yi-p €t les g valeurs
retardées du choc €;1,€;-2,-+-,€;—4 selon la forme analytique suivante :

Ve=0+a1yra+-tapyiptPr€—1t++PgEr—qter, VE=1,2,--, T (6)

avec £, ~ WN(0,02) et a, #0 et 4 #0.

i L
J.Madkour (Université Abdelmalek Essaadi) ECONOMETRIE FINANCIERE 20 janvier 2025 102|122



Modélisation des rentabilités financiéeres
I\'IODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE

alternativement

Alternativement, le modele (6) peut s'écrire de maniére réduite a I'aide de polynémes

retard comme suit :

Vi—1ye1— = QpYr—p =0+ P11+ + PgEr—qg t &
yi—a1Ly;—-—apLPy; =0+ P1Les+---+ gL + &
(I1-a1L—-—apLP)y; =0+ (1+B1L+---+PgL) e,

aL)y:=0+pL)e;

avec a(L)=1-a1L—---—aplP et B(L)=1+pf1L+---+P,LI.
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Modélisation des rentabilités financiéeres
I\{ODELE AUTOREGRESSIF MOYENNE MOBILE g

Remarque

ARMA(0,9) = MA(q)

ARMA(p,0)= AR(p)
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Modélisation des rentabilités financiéeres
I\'IODELE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE a

Condition de stationnarité d'un ARMA(p, q)

Le modele ARMA(p, q) est le mélange d'un modele AR(p) qui n'est pas toujours station-
naire et d’'un modéle MA(g) qui est au contraire toujours stationnaire. Par conséquent, la
condition de stationnarité d’'un modéele ARM A(p, q) provient de celle de sa partie autoré-
gressive AR(p), en l'occurrence |z;|>1, VYi=1,2,---,p...
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Modélisation des rentabilités financiéeres
I\'IODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE g

Espérance non conditionnelle E(y;)

Sous I'hypothése de stationnarité de y;, on note E(y;)=p :

Vi=0+ar1y 1+ tapyipt+Pre€1++ PaErgtEr
E(y)=E@+a1yi1+-+apyi—p+Pr&—1++Pg€i—q +€1)
~——
u
=0+a1E(yi-1)+:+ap,E(Vi—p) +P1E(€s—1)+ -+ P E(ei—g) + E(€
1E (ye-1) pE(yi-p) +P1E(E1-1) BaE(er—q)+E(r)
p o 0 0 0
p=0+aip+---+apu

l-—a1—az—---—ap
i L
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Modélisation des rentabilités financiéeres
NIODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE

Variance non conditionnelle V (y;)

Sous I'hypothése de stationnarité de y;, on note V(y;) =o0? :

Vi=0+aryi 1+t apyiptPres1t++ PgErgtEr
V() =V(0+aryi1++apyi—p+Prer—1+ -+ PgEr—q + 1)

——
0—2
2 E 2 2
=a]V(yem1)+ 4+ ay V(yep) +BI V(Er—1) +-+ B2V (er—g) + V(1)
N—— p%,—p/ —— qh,_q/ N——
o? o? o? o? oz
+2) aifjcov(yi-i;er-j)
i<j
o’ =ajo’+---+aso’ + lot+ -+ fros+0s+2) aifjcov(yi—iiEsj)
i=j

1 N .
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Modélisation des rentabilités financiéeres
I\{ODELE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE g

Fonction d'autocovariance cov (ys; y,—k)

* k>max(p,q) :
Yk=®1Yk-1t+tQ2Yk—2+ "+ ApYik—p

* k<max(p,q+1):

Le calcul de la fonction d' d’ autocovariance devient compliqué!
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NIODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE g

simulations de modeles ARM A

SERIES e = 2 * NRND

SERIES Y = 0

SMPL @FIRST+1 @LAST
Y=02+05%Y(-1)+08%e(-1)+e

30 Ty
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

ARMA(1,1): y,=0.2+0.5y,_1 +0.8¢,_1 +¢&; , £, ~ WN(0,4)
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NIODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE g

simulations de modeles ARM A

SERIES e = 2 * NRND 2
SERIESY =0

SMPL @FIRST+2 @LAST
Y=02+05*Y(-1)+08%*e(-1)+02*
e(-2)+e 0

T T T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

ARMA(1,2): y,=0.2+0.5y,_1 +0.8¢,_1 +0.26,_p+ €, , £, ~ WN(0,4)
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Modélisation des rentabilités financiéeres
NIODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE g

simulations de modeles ARM A

SERIES e = 2 * NRND
SERIES Y = 0 0
SMPL @FIRST+2 @LAST

Y = 0.240.5%Y(-1)+0.1*Y(-2)+0.8*e(-1)+e

T T T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

ARMA2,1): y,=0.2+0.5y,1+0.1y;_2+0.8¢6,_1 +¢&; , £, ~ WN(0,4)
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Modélisation des rentabilités financiéeres
NIODI:]LE AUTOR]::GRESSIF MOYENNE MOBILE g

simulations de modeles ARM A

SERIES e = 2 * NRND !
SERIESY =0 0
SMPL @FIRST+2 OLAST ;

Y=0.240.5%Y(-1)+0.1*Y(-2)+0.8*e(-1)+0.2*e(-2)+e

B) 100 150 200 20 300 350 400 450 500

ARMA(2,2): y,=0.2+0.5y,_1 +0.1y;_2+0.86,_1 +0.26,_ +&, , £, ~ WN(0,4)
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Modélisation des rentabilités financieres G

SECTION 1.5
RACINE UNITAIRE

* MARCHE ALEATOIRE

* SERIES TEMPORELLES STATIONNAIRES AUTOUR D’UNE TENDANCE
* MODELES GENERAUX DE RACINE UNITAIRE

* TEST DE RACINE UNITAIRE
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Modélisation des rentabilités financiéeres g

Racine unitaire

MARCHE ALEATOIRE J

MARCHE ALEATOIRE SANS DERIVE
Un processus stochastique y; est appelé marche aléatoire @ sans dérive s'il s'écrit comme :

Vi=YVi1+€r, €.~WN(©0,0%) , Vt=1,2,---,T

a. La marche aléatoire est la traduction de Random walk, traduite également par Marche au hasard.

REMARQUE

Si la distribution de probabilités de &; est symétrique, et sachant y;_;, alors le processus
stochastique y; a autant de chance de croitre que de décroitre, d'ou sa qualification de
marche aléatoire.

v
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Modélisation des rentabilités financiéeres g

Racine unitaire

REPRESENTATION AR D’UNE MARCHE ALEATOIRE SANS DERIVE

Telle que définie précédemment, une marche aléatoire sans dérive n’est qu’un cas particulier
d'un modele AR(1) dans lequel le coefficient autorégressif est égal a 1 :

ye=1y,1+¢&r, e,~WN(©,0%) , Vt=1,2,---,T

REMARQUE

Le coefficient autorégressif étant égal a 1 implique que I'équation caractéristique associée
a une marche aléatoire sans dérive a une racine unitaire et ne respecte pas la condition
de stationnarité au sens faible. Une marche aléatoire sans dérive est en conséquence non-
stationnaire au sens faible.
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Modélisation des rentabilités financiéeres

Racine unitaire g

REPRESENTATION MA D’UNE MARCHE ALEATOIRE SANS DERIVE

Par substitution récursive, une marche aléatoire sans dérive a une représentation M A(co) :

Ve=Yr-1t€;r
=(Vr—2tEr1)+Es

yt:£t+€t—1 +Er o+

REMARQUE

L'impact des chocs €4_; sur y; ne diminue pas avec le temps, ils ont un effet permanent.
La marche aléatoire sans dérive a, de ce fait, une bonne mémoire mesurée par une fonction
d’autocorrélation trés proche de |'unité.
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Modélisation des rentabilités financiéeres g

Racine unitaire

MARCHE ALEATOIRE AVEC DERIVE
Un processus stochastique y; est appelé marche aléatoire avec dérive s'il s'écrit comme :

Ve=0+yi_1+¢;, 6t~WN(O,o§) , Vt=1,2,---,T

La constante 0 est appelée dérive.

REMARQUE

La dérive 6 représente la tendance temporelle du processus stochastique y;. En effet :
Y1 =0+y0+¢€1, Yo est la valeur initiale de y;
V2=0+0+y+e2+€1=20+ys+6E2+¢]

= 0t +yo+ €r+e1+--+ex+e
Vi Yot & t—1 y 2 L
tendance marche aléatoire sans dérive
. =
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Modélisation des rentabilités financiéeres Q

Racine unitaire Y.

SERIES TEMPORELLES STATIONNAIRES AUTOUR D’UNE TENDANCE J

STATIONNARITE AUTOUR D’UNE TENDANCE DETERMINISTE
Un processus stochastique y; est stationnaire autour d’une tendance déterministe s'il

s'écrit comme :
yt=a+bt+X[ y Vt=1;2;""T

oll a+ bt est une tendance déterministe et x; est un processus stochastique stationnaire.

REMARQUE J
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Annexes ﬁ

ANNEXES )
ANNEXE 1.1 : ANNEXE 1
ANNEXE 1.2 : ANNEXE 2
ANNEXE 2.1 : ANNEXE 3
ANNEXE 2.2 : ANNEXE 4
ANNEXE 3.1 : ANNEXE 5
ANNEXE 3.2 : ANNEXE 6 )
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MODELISATION DES RENTABILITES FINANCIERES Q

MODELE AUTOREGRESSIF

Remarque préliminaire

Tout au long de ce cours, il sera fait appel aux notions d’espérance mathématique, de
variance et de covariance qu'il faut savoir manipuler. Celles-ci, et plus particulierement la
covariance, peuvent donner lieu a des calculs fastidieux. Afin de les simplifier et d'en réduire
le nombre, les variables aléatoires seront centrées de sorte que la covariance entre deux
variables aléatoires soit simplement égale a I'espérance mathématique de leur produit. Une
variable aléatoire centrée étant une variable dont I'espérance est nulle :

cov(X,Y)=E||X-EX)||Y-EWXY)||=EIXY]
REAYERS
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