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PROBLEMATIQUE
* |l est impossible de représenter un objet 3D (ou plus) sur un plan 2D sans le déformer.

* Toute déformation d'un objet entraine une perte d’'information.

* Comment déformer un objet en perdant le moins d'information possible ?

EN ECONOMIE ET GESTION
* Les individus sont caractérisés par de nombreuses variables.
* Les individus sont des objets multidimensionnels.
* Avec la statistique uni-variée, on peut juste décrire une seule variable !
* Avec la statistique bi-variée, on peut juste décrire la corrélation linéaire entre deux variables!

e Comment décrire des individus "multi-variés" avec un ensemble réduit de variables ?




EXEMPLE

Lors d'une étude statistique sur les clients d’'une société, les informations collectées sur chaque
individu ont été enregistrées dans la base de données suivante :

ID | Age | Profession | Résidence | Fréquence | Montant | Statisfaction | Fidele
1 28 Etudiant Tanger 4 120 4 Non
2 | 45 Cadre Assilah 2 320 5 Oui
3 36 Artisan Tétouan 4 240 3 Non
4 | 62 Retraité Tanger 3 150 4 Oui
5 24 Employé Larache 1 110 2 Non

* Probléme : Les individus sont multidimensionnels, ils sont représentés par 7 variables.

na

* Question : Comment établir le profile des clients avec deux "variables" @ uniquement ?

* Réponse : Appliquer les outils de I'analyse des données.

a. Il s'agit de variables virtuelles appelées facteurs.




OBJECTIFS DU COURS
* Revoir les éléments de la statistique descriptive uni-variée (moyenne, variance, écart-type...).
* Approfondir les concepts de la statistique descriptive bi-variée (covariance, corrélation...).
* Traduire géométriquement des concepts clés de |'algebre linéaire (vecteur, matrice...).
* Etudier I'Analyse en Composantes Principales, |'Analyse Factorielle des Correspondances...

* Appliquer I'analyse des données dans le domaine de la gestion des entreprises.

PREREQUIS
* Essentiellement, la statistique descriptive uni- et bi-variée.

* Accessoirement, |'algebre linéaire.
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DESCRIPTION D’UNE SEULE VARIABLE STATISTIQUE

* DESCRIPTION D'UNE VARIABLE QUANTITATIVE
* DESCRIPTION D'UNE VARIABLE QUALITATIVE




TERMINOLOGIE
* Les individus sont étudiés selon un caractére donné X (4ge, profession, lieu de résidence, etc.)
* Ce caractere est appelé variable statistique et peut prendre plusieurs modalités x;,x,---, xx
* Un nombre n; d'individus possédent la modalité x;. Ainsi, n; est |'effectif de x;.

* N est I'effectif total de tous les individus : i.e. N=ny+ny+---+ ng.

ni 5 A2 . =
* Une proportion f; = ﬁl d'individus possédent la modalité x;. Ainsi, f; est la fréquence de x;.

APPLICATION

Xxi | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 2,
ni | 10 | 20 | 40 | 20 | 10 | 100
fi 101]02|04]|02]0.1 1




DESCRIPTION D’UNE VARIABLE QUANTITATIVE

VARIABLE QUANTITATIVE DISCRETE

Xi | X1 | X2 X | 2
n; | ny | no ng | N
VARIABLE QUANTITATIVE CONTINUE
g, Xiv1l | [x1, X2l | [x2, x50 [(Xp, X1l | 2
n; n ny ng

® [xj,xi+1[ : |la classe i de la variable statistique X ;

® ¢;=(x;+x;:1)/2 : le centre de la classe [x;j, Xj+1[.




DESCRIPTION NUMERIQUE D’UNE VARIABLE QUANTITATIVE

* MOYENNE ARITHMETIQUE
* VARIANCE ET ECART-TYPE
* FREQUENCE




MOYENNE ARITHMETIQUE
Variable discréete

_ 1 i
X=— niXx;
Ni:l

Variable continue

_ 1i
X=— n;ci
Ni:l

VARIANCE ET ECART-TYPE
Variable discréete

o2 1 2 _ ()2
= — :x—x
NFZI (%)

o=Vo?

Variable continue
o= 13 mler-3 = 2=
Nz:l

o=Vo?

FREQUENCE
Variable discréete
n;i

i=x

Variable continue
n;

fi=§




APPLICATION
Variable discréete

Variable continue

Xi 20 21 22 23 24 z x; | [20,21[ | [21,22[ | [22,23[ | [23,24] z
n; 10 | 20 | 40 20 10 | 100 Ci 20.5 215 22.5 23.5 —
fi 101]02]04]02]0.1 1 n; 10 30 40 20 100
fi 0.1 0.3 0.4 0.2 1
_ 1
x=—) nyx;=22 A
N5 -_1 _
c x——Znici—ZZ.Z
1 5 N i=1
02=N2ni(xi—f)2=12 L
i=1 (72 = Z n; (Ci —E)Z =0.81
N3
oc=Vot=11




RESUME GRAPHIQUE D’UNE VARIABLE QUANTITATIVE

e DIAGRAMME EN BATONS
* HISTOGRAMME
* POLYGONE DES FREQUENCES




DIAGRAMME EN BATONS - POLYGONE DES FREQUENCES
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DESCRIPTION D’UNE VARIABLE QUALITATIVE

VARIABLE QUALITATIVE NOMINALE

Catégories

Catégorie 1

Catégorie 2

™M

Catégorie k

nj

m

n

ng N

VARIABLE QUALITATIVE ORDINALE

Catégories

1°"¢ catégorie

2¢Me catégorie

kM€ catégorie

™M

nj

m

ny

03




DESCRIPTION NUM]:ZRIQUE D’UNE VARIABLE QUALITATIVE

° MoOYENNEARIFTHMETIQUE
* VARIANCE- BT ECART-FYPE
* FREQUENCE




APPLICATION

Mentions | Passable | Assez bien | Bien | Tres bien | Excellent z
n; 10 20 40 20 10 100
fi 0.1 0.2 0.4 0.2 0.1 1

Spécialités | Economie | Finance | Marketing | Logistique | Comptabilité | =

n; 10 20 40 20 10 100

fi 0.1 0.2 0.4 0.2 0.1 1




RESUME GRAPHIQUE D’UNE VARIABLE QUALITATIVE

* DIAGRAMME EN BARRES
* DIAGRAMME EN SECTEURS




fis

0.4

0.3

0.2

0.1

Passable Assez
bien

0.4

Bien

Trés Excellent
bien

Mentions




DIAGRAMME EN SECTEURS

Assez bien 20%

Passable 10%

Bien 40%

Excellent 10%

Treés bien 20%




Spécialités




DIAGRAMME EN SECTEURS

Finance 20%

Economie 10%

Marketing 40%

Comptabilité 10%

Logistique 20%




LIAISON ENTRE DEUX VARIABLES STATISTIQUES

* DISTRIBUTIONS MARGINALES
* DISTRIBUTIONS CONDITIONNELLES
* DISTRIBUTION JOINTE




X, ¥)) | 1 | ¥ Vi P2
X1 ni | N2 ny | ni.
X2 na1 | N2z npp | Nno.
Xk Ni1 Ni2 123 N,

z ni no n; n

(xi,¥i) | (x1,)1)
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X1 nip | N2 nyp | m
X2 na1 | N2 nyp | no
Xk Ng1 | Nk2 N | Nk







Xk N1 | N2 ngp | ng
P2 ny | np ng | n
Yi | | ) | Z
ngj | n21 | N22 npp | N2,
1 ¢ 1 ¢
&7 2 _ My —T.)2
Vo= — ) Mmjyj Oy2= — > mj(y;=72)
n2. =1 2. =1




k 1 1 &k L = = ==
> ) nijxiy; cov(X,Y)=—3 3" mij(x-%)(y;-F) =FF-%V R
- i=1j=1 n. i=1j=1

pX, Y= — = -1<p(X,V)<1




COVARIANCE POSITIVE (CORRELATION POSITIVE)
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COVARIANCE NEGATIVE (CORRELATION NEGATIVE)
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COVARIANCE NULLE (CORRELATION NULLE)
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cov(X,Y) X Y
X cov(X,X) = 0% cov(X,Y)
Y cov(X,Y) cov(Y,Y) = 0§
p(X,Y) X Y
X p(X,X)=1 p(X,Y)
Y p(X,Y) p(Y,Y)=1




APPLICATION

Eleve | Math | Phys
A 6 6
B 8 8
C 6 6
D 14 14
E 14 14
F 11 10
G 6 7
H 13 12

I 9 10

Yl\
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14




APPLICATION

Eleve | Math | Phys
A 6 6
B 8 8
C 6 6
D 14 14
E 14 14
F 11 10
G 6 7
H 13 12
I 9 10

—
o
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DISTRIBUTION MARGINALE DE X

X,Y)
6
8
9
11
13
14
Xz

—_
o
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xi | 68911 13] 14
ni 3111 111209

MOYENNE MARGINALE ET VARIANCE MARGINALE DE X

— 1 6 2 1 6 -2 = —\2
x=n—“izzini.xi=9.67 0x=n—;ni,(xi—x] :xz—(x) =10.48




DISTRIBUTION MARGINALE DE Y

(X,Y) |6 |7 |8|10 |12 |14 | X
6 2(1|{0] 0| 0| O0]S3
8 0j(0|1]0|0]|O0]1
9 0j0f0| 10|01
11 0j0j0| 1 |0]|O0]1
13 0j0f0] 0| 1|01
14 0j(0|0] 0| 0] 2|2
%z 211112 |1}]2]9

y; (67810 1214z
n; 2112 1]2]9

MOYENNE MARGINALE ET VARIANCE MARGINALE DE Y

- LSy =oe7 Lz i(7i-3) =72 (3] -89

<l




DISTRIBUTION CONDITIONNELLE DE X|(Y =8)
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DISTRIBUTION CONDITIONNELLE DE Y|(X =13)

(X,Y) 7|8
6
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9
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yi [6]7[8]10[12][14]z
ns; [0]0]0] 0|1 ]0]1

MOYENNE CONDITIONNELLE ET VARIANCE CONDITIONNELLE DE Y|X =13

6 6

1

— 2 —\2

V5= =) m5jy; =12 oys=——2 n5j(yj=Vs) =0
5. j=1 ns. =1




DISTRIBUTION JOINTE DU COUPLE (X,Y)

(X,Y) |6 |7 |8|10 |12 | 14 |
6 2(1{0] 0| 0] 0|3
8 0/(0|{1]0 0|01
9 0,00 1|0]| 0|1
11 0/(0{0| 1 |0}|0]1
13 0/,0/0] 0| 1|01
14 0/(0|0] 0| 0] 2]2
D) 21|12 |1]2]9

MOYENNE JOINTE ET COVARIANCE DU COUPLE (X,Y)
1 6 6 1 6 6 . . _
=— Z Y mijxiyj=102.89  cov(X,¥)=— 3" Y nyj (xi-%) (yi-7)=F7-Fy=9.44
i=1j=1 - i=1j=1

Une covariance positive signifie que les variables X (notes des mathématiques) et Y (notes de
physique) varient dans le méme sens.

o




COEFFICIENT DE CORRELATION LINKAIRE ENTRE X ET Y

cov(X,Y)
p(X,Y)=—=0.98

0x0y

Un coefficient de corrélation linéaire assez proche de 1 signifie que les variables X (notes des
mathématiques) et Y (notes de physique) entretiennent une trés forte relation positive.

~1<p(X,Y)<1

o

MATRICE DES VARIANCES-COVARIANCES

cov(X,Y) X Y
X 10.48 | 9.44
Y 9.44 | 8.89
MATRICE DES CORRELATIONS
o(X,Y) X Y
X 1 0.98
Y 0.98 1




VERS LE CAS MULTIVARIE

* MATRICE DES VARIANCES-COVARIANCES
e MATRICE DES CORRELATIONS
* TABLEAU DE NUAGES




* On suppose que les individus sont décrits par p variables Xi, X,---, X),.
* L'objectif du cours est d'exposer les techniques de la statistique descriptive multidimensionnelle.

* || est possible de débuter une exploration de données multidimensionnelles en adaptant sim-
plement les méthodes déja étudiées.




MATRICE DES VARIANCES-COVARIANCES

cov(Xj, X;) X1 X5 Xp
X1 cov(Xy, X)) = ail cov(Xy, Xo) cov(Xy, Xp)
X5 cov(Xp, Xq) cov(Xp, Xp)=0%, | - cov(Xo, Xp)
Xp cov(Xp, X1) cov(Xp, X2) | cov(Xp, Xp) = ‘ch,,

MATRICE DES CORRELATIONS

(X, X;) Xy X3 Xp
X; p(X1,X) =1 p(Xy, X5) p(Xy, Xp)

X 0(X2, X7) p(X2,X2)=1 | --- (X2, Xp)

Xp p(Xp;XI) p(Xp;XZ) p(XpyXp) =1




NOTES SUR 20 DE 9 ELEVES DANS 4 MATIERES

Eleve | Mathématiques | Physique | Francais | Anglais

A 6 6 5 6

B 8 8 8 8

C 6 6 11 10
D 14 14 15 15
E 14 14 12 13
F 11 10 6 7

G 6 7 14 12
H 13 12 9 10
I 9 10 12 12




ANALYSE A UNE DIMENSION

Matiere Moyenne | Variance | Ecart-type
Mathématiques 9.67 10.44 3.23
Physique 9.67 8.89 2.98
Francais 10.22 10.62 3.26
Anglais 10.33 7.78 2.79

* En moyenne, les meilleures notes sont obtenues en Anglais (10.33) et en Francais (10.22),
* Les notes obtenues en Francais sont les plus dispersées (plus grand écart-type 3.26),

* Les notes obtenues en Anglais sont les plus homogenes (plus petit écart-type 2.79).




ANALYSE A DEUX DIMENSIONS : MATRICE DES VARIANCES-COVARIANCES

Mathématiques | Physique | Francais | Anglais
Mathématiques 10.44 10.44 0.67 4.17
Physique 10.44 8.89 3.67 4.86
Francais 0.67 3.67 10.62 8.69
Anglais 4.17 4.86 8.69 7.78

* Les éléments diagonaux de la matrice des variances-covariances sont les variances,

* Les éléments hors diagonaux sont des covariances,

* Les covariances étant toutes positives, on conclut que les notes évoluent dans le méme sens.

V.




ANALYSE A DEUX DIMENSIONS : MATRICE DES CORRELATIONS

Mathématiques | Physique | Francais | Anglais
Mathématiques 1 0.98 0.25 0.49
Physique 0.98 1 0.40 0.63
Francais 0.25 0.40 1 0.96
Anglais 0.49 0.63 0.96 1

* La corrélation entre les matiéres scientifiques est tres forte (0.98),

* La corrélation entre les matiéres littéraires est trés forte (0.96),

* La corrélation entre les mathématiques et le francais est faible (0.25),

* La corrélation entre la physique et I'anglais est moyenne (0.63).




TABLEAU DE NUAGES

Math Phys Fran Angl
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GEOMETRIE DE L’ALGEBRE LINEAIRE

SECTION 2.1 :
SECTION 2.2 :
SECTION 2.3 :
SECTION 2.4 :

MATRICE, VECTEUR ET SCALAIRE

MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE, PRODUITS SCALAIRE ET MATRICIEL
INTERPRETATION GEOMETRIQUE

VALEURS ET VECTEURS PROPRES D’UNE MATRICE CARREE




SECTION 2.1
MATRICE, VECTEUR ET SCALAIRE

ai a2 -0 Gim

azr dzp - 2m
A=

anl Qp1  °°  Anm

* A est une matrice de taille nx m (elle contient n lignes et m colonnes), on la note A .
nxm

* Si n=m alors la matrice A est carrée, sinon elle est rectangulaire.
* Sin=1ou m=1 alors la matrice A est un vecteur, noté x.
* Si n=m=1 alors la matrice A est un scalaire (un nombre), noté a.




SECTION 2.2
MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE, PRODUITS SCALAIRE ET MATRICIEL

MULTIPLICATION D’UNE MATRICE PAR UN SCALAIRE
La multiplication d'une matrice A par un scalaire @ est donnée par :

adr] ada) adym
aay; adyy 0 Oy
aA=
aa, Qaap - Qdpm,
* Chacun des éléments a;; de la matrice A est multiplié par le scalaire a. J

2 1 0 2x2 2x1 2x0
a=2 A=|0 3 1 2A=12x0 2x3 2x1
1 2 3 2x1 2x2 2x3




PRODUIT SCALAIRE

Le produit scalaire des vecteurs x=(x; X2 -+ X,) et y=(y1 y2 -+ Yn), noté Xy, est donné par :

Xy=X1)1+X2)2+ -+ Xpn¥n

* Les vecteurs x et y contiennent le méme nombre d'éléments.

* Les vecteurs x et y n'ont pas nécessairement les mémes dimensions.

B21210)=3x2+2x1+1x0=8

2

3
2 =3x24+2x1+1x0=8
1

1
0
2
B21D[1|=3x2+2x1+1x0=8
0




PRODUIT MATRICIEL
Le produit matriciel des matrices A et B est une matrice AB telle que :

A x B =AB

nxm mxp nxp

* Le nombre de colonnes de la matrice A est égal au nombre de lignes de la matrice B.
* AB ale méme nombre de lignes queA et le méme nombre de colonnes B.

* Chaque élément de AB est le produit scalaire de la ligne et de la colonne correspondantes dans
A et B respectivement.

v

EXEMPLE
B
2 1 0 3 i 8
0 3 1 X 2 = = 7
1 2 3 1 2x3+1x2+0x1 10

2 1 0
0 3 1 O0x3+3x2+1x1
1 2 3 1x3+2x2+3x1




SECTION 2.3

INTERPRETATION GEOMETRIQUE

VECTEUR GEOMETRIQUE
Un vecteur géométrique AB est un segment de droite orienté, représenté par une fleche, défini
par trois caractéristiques fondamentales :

* Une direction : la droite support (AB) ou ses paralléeles;

* Un sens : de |'origine A vers |'extrémité B

* Une norme : sa longueur AB.

AB
A > 5 (AB)

—_—
Si I'une des trois caractéristiques d'un vecteur AB est modifiée, le vecteur qui en résulte n'est plus
le méme que le vecteur AB.




COORDONNEES D’'UN VECTEUR DANS UN PLAN

85 5)
YB—J)A

Y

Dans un repére cartésien, le vecteur algébrique (xp — x4,y — ya) représente les coordonnées du
—_—
vecteur géométrique AB.




COORDONNEES D’UN VECTEUR DANS UN PLAN

y
A

Y

Dans un repeére cartésien, le vecteur algébrique (xy,y,) représente les coordonnées du vecteur
géométrique # d’origine O.




COORDONNEES D’UN VECTEUR DANS UN ESPACE 3D
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CONTEXTE DE L’ENTREPRISE

Une société technologique souhaite lancer un nouveau produit sur le marché. Pour assurer le succes
de ce lancement, la direction marketing doit décider de la répartition de son budget de communi-
cation entre trois canaux principaux.

DONNEES

Le budget total alloué est de 180000. La stratégie retenue se décompose comme suit :
* Marketing Digital : 80000 (Réseaux sociaux, SEA, SEO)
* Marketing Traditionnel : 60000 (Presse, Radio, Affichage)

¢ Evénementiel : 40000 (Salons, Conférences, Lancements)

TRAVAIL DEMANDE

T3
)

=
1. Modéliser cette stratégie par un vecteur B dans un repére orthonormé (O, i, j
axe représente un canal.

k) ol chaque

N
2. Calculer la norme || B| du vecteur. Que représente-t-elle économiquement ?




APPLICATION : VECTEUR DE BUDGET MARKETING (x10000)

Evénementiel
A

40

Digital

—
>

B

> Traditionnel

80
60
40

IIE)II = V802 + 602 + 402 ~ 107.7. Elle représente I'intensité de |'effort marketing global.




MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN SCALAIRE

y
A
L (kxy
kyuA 7777777777777777777777777777 | ku(kyu)
l
|
ﬁ(x”) |
yu I
Ypqr==cc===coooag :
I |
! |
| 1 :
J | |
\ | >
o| 7 Xy kx, x
* |k|>1: ki est plus long que . * k>0 : ki et i sont orientés dans le méme sens.

° |kl<1: kii est plus court que ii. * k<0 : kii et ii sont orientés en sens inverses.




ROTATION A 90° d'un vecteur

y
A
777777777 Ly i’ "1) i

| 0

|

|

b Yutf-------------

| u !

| I

; 90° u [

I T |

I = !

} |

t > t >
Kyl ol 7 X X

((1) _01) est la matrice de rotation a 90°.




ROTATION A 180° d'un vecteur

y L, (-1 0
A “Zlo -1
Yut+------------+-
|
|
180° i |
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xu/ ﬁ :
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SECTION 2.4
VALEURS ET VECTEURS PROPRES D’UNE MATRICE CARREE

VALEUR ET VECTEUR PROPRES D'UNE MATRICE CARREE

Soit A une matrice carrée d'ordre n, A un scalaire et v un vecteur non nul de taille n.
v est le vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre A si et seulement si A et v
vérifient |'équation Av = Av.

L'équation précédente s'écrit également (A—AI) v =0, ou I est la matrice identité d'ordre n. Pour
qu'il existe une solution non nulle a cette equation, il faut que det(A—AI) =0. C'est I'équation
caractéristique dont les racines sont les valeurs propres de la matrice A.




EXEMPLE

o

U2

1
0

0
1

3

-
i

—>A1}2=(

2
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3

=201 - A1 =2

)=3V2—>/12=3
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3. Analyse en Composantes Principales
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