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1 Quand la dépendance loge dans y
1.1 Lécriture du modeéle

Modéle autorégressif spatial

y=pWy+Xp+e¢

Wy désigne le décalage spatial de y déja construit au chapitre 2; p mesure précisément l'intensité de la
dépendance spatiale logée dans la variable expliquée elle-méme. La valeur p = 0 redonne exactement
le modeéle de régression multiple ordinaire déja connu.

Une véritable rétroaction, non un simple effet
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p # 0 signifie qu'une variation de y survenue dans une région donnée se répercute sur ses régions
voisines via Wy — et que cette répercussion revient ensuite, en partie, affecter en retour la région de
départ elle-méme. C’est 1a un mécanisme de rétroaction véritablement bouclée, fondamentalement
différent d"un simple régresseur exogene ordinaire.

2 Pourquoi les MCO échouent ici

2.1 Lendogénéité structurelle de Wy

Le probléme de simultanéité

Wy figure certes au membre de droite de 1’équation, mais y — donc Wy lui-méme — dépend en
retour de € via cette méme équation. Wy se trouve donc corrélé avec ¢ : trés exactement le probleme
d’endogénéité déja rencontré au chapitre 16 d’Econométrie avancée pour les équations simultanées, ici
simplement transposé a la dimension spatiale plutot que temporelle.

| '

Ce que cela colite concrétement en pratique

Estimer p par de simples MCO ordinaires produit alors un coefficient biaisé et non convergent, et ce
quelle que soit la taille de I’échantillon disponible. Le reméde approprié ne peut donc jamais consister
en une simple correction des écarts-types calculés : il faut nécessairement changer de méthode
d’estimation elle-méme.

3 Deux méthodes d’estimation



3.1 Le maximum de vraisemblance

Estimation par maximum de vraisemblance

La forme réduite du modeéle s’écrity = (I — pW)_1 (XB + ¢). La vraisemblance du modele SAR integre
alors un terme jacobien | — pW]| issu directement de ce changement de variable, terme entierement
absent d'une régression ordinaire classique. La maximisation numérique de cette vraisemblance
fournit des estimateurs convergents de p et de § obtenus simultanément.

3.2 Les variables instrumentales

Estimation par variables instrumentales et GMM

Une alternative solide au maximum de vraisemblance consiste a instrumenter Wy par WX, et
éventuellement par W2X, tous deux corrélés avec Wy mais non corrélés avec ¢ sous les hypothéses
usuelles retenues. On retombe alors trés exactement sur les doubles moindres carrés déja vus au
chapitre 15, appliqués cette fois a un régresseur spatial plutét qu'a un régresseur classiquement
endogene.

‘ r

Quand préférer concretement I’'une ou I’autre méthode

Le maximum de vraisemblance se révele plus efficace si les hypotheses distributionnelles retenues
tiennent effectivement, mais reste cotiteux en calcul pour de tres grands échantillons, et sensible a une
mauvaise spécification de W. L'approche par variables instrumentales ou GMM est plus robuste et
nettement moins cotiteuse a grande échelle, au prix d'une perte d’efficacité statistique. En pratique
courante, les deux méthodes sont couramment estimées cote a cote, précisément pour vérifier la
robustesse des conclusions obtenues.

4 Le multiplicateur spatial

4.1 Un choc qui se propage en cercles concentriques

Développement en série de Neumann

I—pW) L =1+ pW + p?W? + p?W3 + ...

Un choc initial survenu sur X dans une région donnée se propage d’abord a ses voisines immédiates,
via le terme pW, puis aux voisines de ses voisines, via le terme p?W?, avec un poids qui décroit
géométriquement a mesure que 1'on s’éloigne dans le graphe de voisinage considéré.

Application numérique sur les quatre régions du chapitre 2

Avec p = 0,3 et la matrice W standardisée en ligne déja construite précédemment, un choc de +1 sur
Xc affecte d’abord directement vy, puis a hauteur de 0,3 ses voisines A, B, D via le terme pW, puis a
hauteur de 0,3% = 0,09 leurs propres voisines via le terme p?W? — un effet qui s'éteint rapidement
dans l’espace, mais qui ne s’annule en réalité jamais tout a fait.

La condition de stabilité requise

Cette série ne converge en réalité que si [o| < 1/|A 0 (W), 0l Ao (W) désigne la plus grande valeur
propre de W. Avec une matrice standardisée en ligne, cette plus grande valeur propre vaut trés
exactement un : la condition se réduit alors simplement a |o| < 1, exactement comme la condition
de stationnarité |¢| < 1 d"un processus AR(1) déja rencontrée au chapitre 11.




5 Ce qu’il faut retenir

Le modéle SAR place la dépendance spatiale directement dans y lui-méme, sous la forme d'une
rétroaction bouclée transitant par Wy. Cette rétroaction rend Wy structurellement endogene et
interdit tout recours aux MCO ordinaires. Le maximum de vraisemblance ou I’approche par variables
instrumentales et GMM restaurent tous deux la convergence de I'estimateur. Le multiplicateur spatial
(I — pW)~1 révele qu'un choc purement local se propage en réalité a tout le systéme économique, avec
un poids décroissant dans l’espace. Cette propagation exige une condition de stabilité analogue a celle,
déja connue, d'un processus AR(1). Le chapitre 5 traite 1’autre cas de figure possible : une dépendance
qui ne loge plus dans y, mais directement dans le terme d’erreur.
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