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1 Exercices du chapitre

Exercice 1 — Appliquer le lemme a f (x) = x>

Soit dX; = 0,1dt + 0,4dW, et f (x) = x°.
(a) Calculer f, et fy,.
(b) Ecrire df a I'aide du lemme d’It6, en fonction de X;.
(c) Evaluer numériquement la dérive et la diffusion de df au point X, = 2.

Exercice 2 — Appliquer le lemme a f (x) = ¢>*

Soit dX, = 0,05dt + 02dW, et f (x) = e*.
(a) Calculer f, et f,,.
(b) Ecrire df a l'aide du lemme d’Ito.
(c) Evaluer numériquement la dérive et la diffusion de df au point X, = 1.

Exercice 3 — Appliquer le lemme a f (x) = Vx

SoitdX, = 0,5dt + 0,8dW; et f(x) = Vx.
(a) Calculer f, et fy,.
(b) Ecrire df a 'aide du lemme d’Ito.
(c) Evaluer numériquement la dérive et la diffusion de df au point X, = 9.

2 Exercices cumulatifs (introduction a chapitre 6)

Exercice 4 — Retrouver I'isométrie du chapitre 5 par le lemme d’It6

On reprend l'exposition constante k = 500 du chapitre 5 (exercice 5), pour laquelle X; = fg kdWs,
c’est-a-dire dX; = kdW, (dérive nulle, diffusion constante k), avec X, = 0.

(a) Appliquer le lemme d’It6 a f (x) = x? pour écrire d(X?).

(b) Intégrer les deux membres de 0 a f, puis prendre 1'espérance (en utilisant 1’espérance nulle d'une
intégrale d’Itd), pour obtenir E(X?).

(c) Aveck =500ett = 0,5, calculer E(th) et vérifier qu’il coincide avec la variance Var(X;) trouvée
au chapitre 5.

3 Applications en sciences économiques

Exercice 5 — L'effet de convexité sur un indice au carré

Un indice boursier suit dS; = uS;dt + 0S;dW; avec u = 0,1 et ¢ = 0,25. On s’intéresse a un produit
dont la valeur est proportionnelle a S?.
(a) Appliquer le lemme d'It6 a f (x) = x> pour montrer que d(S?) = (2u + 02)S? dt + 20S? dW,.
(b) Calculer le taux de dérive effectif 2u + o2, et le comparer a ce que donnerait un raisonnement
naif «doubler la dérive» (2u).

(c) D’ou vient exactement 1’écart entre les deux (le terme o2) ? Relier votre réponse a l'inégalité de
Jensen évoquée dans le cours.




Exercice 6 — Le taux de change inverse

Un taux de change S; (dirhams par dollar) suit dS; = uS;dt + 0S; dW, avec u = 0,06, ¢ = 0,15. On
veut I’équation suivie par le taux inverse Y; = 1/S; (dollars par dirham).
(a) Calculer f, et f,, pour f(x) = 1/x.
(b) Appliquer le lemme d’It6 pour écrire dY, en fonction de S;, puis en fonction de Y; (en substituant
1/8; =Y,).
(c) Au taux actuel S; = 10 dirhams par dollar, calculer numériquement la dérive et la diffusion de
dY;. Le taux inverse a-t-il la méme dérive (en pourcentage) que le taux direct?




1 Exercices du chapitre

Correction — Exercice 1
(a) fr = 3x21fxx = 6.

(b) df = (0,1 x 3X? + % x 042 x 6X,)dt + 0,4 x 3X? AW, = (0,3X? + 0,48X,)dt + 1,2X7 dW,.
(c) A X; =2:dérive =0,3x4+048 x2 =1,2+ 0,96 = 2,16. Diffusion = 1,2 x4 = 4,8.
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Correction — Exercice 2

(a) fx = 2€2x/fxx = 4e%*.

(b) df = (0,05 x 262Xt + J x 0,22 x 4e2Xt)dt + 0,2 x 26>t dW, = (0,1 + 0,08)e2Xrdt + 0,4¢>XdW, =
0,18 e2Xedt + 0,4 2XtdW,.

(¢) AX, =1:¢2 ~ 7,389. Dérive = 0,18 x 7,389 ~ 1,330. Diffusion = 0,4 x 7,389 ~ 2,956.

Correction — Exercice 3

1 1
(a) fr = m/fxx = T 4e2

(b)df=(0,5xL+§xo,82x(—

I r

1
dW,.
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))dt +0,8 x >

2JX; 4x312 ;
\ 1 1
(¢) A X, =9:+/9 = 3,932 = 27. Dérive = 0,5 x ¢ +032x (- ﬁ) ~ 0,08333 — 0,00296 ~ 0,08037.

e 1
Diffusion = 0,8 x 3 ~ 0,13333.

2 Exercices cumulatifs (introduction a chapitre 6)

Correction — Exercice 4

(a) Icia = 0,b =k, f(x) = x2 donc f, = 2, f,,, = 2. Le lemme donne d(X?) = (0 + 0 + 3k x 2)dt + k x
2X, dW, = k? dt + 2kX, dW,.

(b) En intégrant : X7 — X3 = k%t + 2k f(j X, dW;. Avec X, = 0 et en prenant l'espérance (l'intégrale
d’Itd a une espérance nulle) : E(th) = k2t

(c) Aveck =500 et t = 0,5: E(X?) = 500% x 0,5 = 125000. Comme E(X;) = 0 (espérance nulle d"une
intégrale d'It6), Var(X;) = E(th) — E(X;)? = 125000 : exactement la variance trouvée au chapitre
5 par l'isométrie d’Itd. Les deux méthodes — isométrie directe, ou lemme d'Ito6 appliqué a x> puis
espérance — sont donc rigoureusement équivalentes.

3 Applications en sciences économiques

Correction — Exercice 5

(a) f(x) = x* = f, = 2%, fr, = 2. Le lemme donne d(S?) = (uS; x2S, + %(725% x2)dt + oS, x2S, dW, =
Qu + 02)S? dt + 20S? dW,.

(b) 2u + 02 =2x0,1+0,25%2 = 0,2 + 0,0625 = 0,2625, contre 2u = 0,2 pour le raisonnement naif : un
écart de 0,0625, soit 31,25 % de plus que la simple double dérive.

(c) L'écart provient exactement du terme de convexité % x 2 x 0% = 02 du lemme d’Itd : la fonction
f(x) = x? est convexe (f,, = 2 > 0), donc par l'inégalité de Jensen, un choc symétrique sur S, augmente
en moyenne la valeur de 57 au-dela de ce que donnerait le simple doublement de la tendance — c’est
précisément ce gain de convexité que le lemme d’It6 chiffre.
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Correction — Exercice 6

(@) f(x) = 1/x = f, = —1/x2, frr = 2/X5.

2
1 1 2 1 B o v
(b) dY, = (ystx(-§)+§azs§x§)dt+astx(-s—%)dwt = (—S—t+s—t)dt—s—tdwt = (02 -
1 1
wg dt — o3 dW,. En substituant 1/S, = Y, : dY, = (¢% — p) Y, dt — 0 Y, dW,.
t t

(¢c)AS, =10,Y, =0,1. Dérive = (¢2 —pu) x Y, = (0,15*> —0,06) x0,1 = (0,0225—0,06) x0,1 = —0,00375.
Diffusion (en valeur absolue) = ¢ x Y, = 0,15x0,1 = 0,015. Le taux inverse n’a pas la méme dérive en
pourcentage que le taux direct : le taux direct croit au taux p = 6 %, tandis que le taux inverse décroit

au taux o2 — u = —3,75% — la différence, 02, est encore un effet de convexité, car f(x) =1/xestelle
aussi convexe pour x > 0.




