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1 Exercices du chapitre

Exercice 1 — Dérivées partielles

) d
Soit f (x,y) = x?y® — 2xy + y>. Calculer E)_J:c et E)_J;’ puis les évaluer en (1,2).

Exercice 2 — Une limite qui n’existe pas

Soit f(x,y) = ﬁ pour (x,y) # (0,0). Calculer lim,_,of (x,0) (le long de y = 0) et lim,_,of (x, x)
(le long de y = x). Conclure sur lim, ;) 0,0, f (X, ).

Exercice 3 — Gradient et approximation linéaire

Soit f (x,y) = x? + 3xy — y>.
(a) Calculer Vf(1,2).
(b) Ecrire 'équation du plan tangent au graphe de f en (1,2).
(c) Utiliser I'approximation linéaire pour estimer f (1,1, 1,9), et comparer a la valeur exacte.

Exercice 4 — Homogénéité et formule d’Euler

Soit f (x,y) = X3 + 2x2y — xyz.
(a) Montrer que f est homogene, et déterminer son degré.
(b) Vérifier la formule d’Euler pour cette fonction.

2 Exercices cumulatifs

Exercice 5 — D’une variable a plusieurs

Soit f (x,y) = x? + y? — 4x — 6y + 13.
(a) Enfixanty = 3, poser g(x) = f(x,3) et la mettre sous forme canonique. Quel est le minimum de
g, et en quel point (chapitre 2, fonction d’une variable) ?

of
(b) Calculer =

(c) Calculer le gradient Vf (x,y) complet, et déterminer 1'unique point critique de f.
(d) Calculer la matrice hessienne Hf (x,y) et vérifier qu’elle est symétrique (chapitre 3).

(x,3) et vérifier qu’elle coincide avec ¢’ (x) (chapitre 3, la dérivée partielle «gele» y).

3 Applications en sciences économiques

Exercice 6 — Productivités et élasticités d’une Cobb-Douglas

Soit la fonction de production P(K, L) = K'/2L1/2, évaluée en K = 16, L = 9.
JP JP
(a) Calculer P(16,9), puis les productivités marginales 3K et 5[ ence point.
(b) Calculer les élasticités partielles EX et EL en (16,9).

(c) Vérifier la formule d’Euler pour P (quel est son degré d’homogénéité?).
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Exercice 7 — Substituts et compléments par les élasticités croisées

Une demande dépend de trois prix : Q(py,p2,p3) = 100 — 3p; + 2p, — 4p3, évaluée en (py,p,,p3) =
(10,5,2).
(a) Calculer Q(10,5,2).
(b) Calculer I’élasticité croisée E’éz en ce point. Le bien 2 est-il un substitut ou un complément du
bien1?
(c) Calculer I’élasticité croisée EP? en ce point. Conclure de méme pour le bien 3.
Q P p




1 Exercices du chapitre

Correction — Exercice 1

)
f 2xy3 — 2y (on dérive en x, y traité comme une constante). 5 = 3x2y? — 2x + 2y (on dérive en v,

==
X constant).

of of
En(1,2):$(1,2) =2x1x8-2x2=16-4=12. =——(1,2) =3x1x4—-2x1+2x2=12-2+4 = 14.

dy
Correction — Exercice 2

Lelongdey =0:f(x,0) = % = 0 pour x # 0, donc lim,_,5f (x,0) = 0.
x

2
1
Lelongdey = x:f(x,x) = zx_z =3 (constante, pour x # 0), donc lim,_,¢ f (x, x) = 5
be

lelong dey = 0:limite =0 lelongdey = x : limite = 1/2

\ /

[ limites différentes = pas de limite en (0, 0) ]

Les deux chemins donnent des valeurs différentes: lim  f(x,y) n’existe pas.

(x,y)—(0,0)
Correction — Exercice 3
of

(a) % = 2x + 3y, g—f; =3x—2y.En (1,2): % =2+6=85-=3-4=-1V/(12) = 8 -1).
(b)f(1,2) =14+6—-4=3.Plantangent:z = f(1,2) + Vf(1,2) - (x =1,y —2) =3+ 8(x — 1) — (y — 2).
(¢) Ax =0,1,Ay = —0,1: Af = Vf(1,2)-(Ax,Ay) = 8x0,1+ (—1)x(-0,1) = 0,84+0,1 = 0,9. Estimation :
f(1,1,1,9) ~3+09 =39.

Valeur exacte: f(1,1,1,9) = 1,21 +3x 1,1 x1,9 - 3,61 = 1,21 + 6,27 — 3,61 = 3,87.

[ approximation linéaire : 3,9 ] [ valeur exacte : 3,87 ]

écart = 0,03, cohérent avec un déplacement modeste

L

Correction — Exercice 4

a) f(Ax,Ay) = (Ax)° + 2(Ax)=(Ay) — (Ax)(Ay)= = A°x° + 2A°x“y — A°xy = A°(x° + 2x“y — x =
A /\]/ Ax)3 2 y A y 2 2343 3 2]/ A3 yz 3(+3 2]/ yz
A3f(x,y) : f est homogene de degré 3.

Ff .o 2 Of _, 0
(b)a—Sx +4xy—y,a—y—2x — 2xy.

x%ﬂ % = x(B3x2+4xy—y2) +y(2x%—2xy) = 3x3+4x%y—xy?4+2x2y—2xy? = 3x3+6x2y—3xy? = 3f (x, y).

La formule d’Euler est vérifiée avec k = 3, cohérent avec (a).

2 Exercices cumulatifs



Correction — Exercice 5

(a) g(x) = f(x,3) = x> +9—4x — 18+ 13 = x2 —4x +4 = (x —2)2. Sous forme canonique, le minimum
est immédiat : ming = 0, atteint en x = 2 (chapitre2: g'(x) =2(x —2) =0 < x=2,etg" =2>0
confirme un minimum).

9
(b) a—{c(x,?)) =2x —4 (ongeley = 3dans f). Or g'(x) = 2(x —2) = 2x — 4 : les deux expressions

coincident exactement — la dérivée partielle en y = 3 n’est rien d’autre que la dérivée ordinaire de la
fonction d’une variable obtenue en fixant y, conformément a la définition du chapitre 3.
(c) Vf(x,y) = (2x — 4, 2y — 6). Point critique : 2x —4 = 0 et 2y — 6 = 0, soit (x,y) = (2,3).
_( *fjox? FPFfjoxdy) _ (2 0 : oo R
(d) Hf (x,y) = ( 2frayax 2y ) = \o 2) matrice constante et symétrique (ici trivialement,

les deux dérivées croisées étant toutes deux nulles) — conforme au théoreme de Schwarz.

[ (a)—(b) : coupe eny :[ (c)—(d) : probleme complet en (x,y) ]

meéme point critique (2,3)

3 Applications en sciences économiques

Correction — Exercice 6

(a) P(16,9) = V16 x Y9 = 4 x 3 = 12.

oP 1 1 1 oP 1 1 1 2
— IR-12712 - 2 Dy 3= el S Vo) o VR -z '
9K ZKKaII; 162><4x3 0,375 aLL aPZK 9L , 2><4><3 3 0,667
K———:— = L:——:— - =
(b) Ep = PIK - 12 x 0,375 =0,5. Ep P =12 %3 0,5.
EK =05 EL =05

chacune égale exactement a 'exposant correspondant dans P = K%5L%5

(c) P est homogene de degré 1 (rendements d’échelle constants, somme des exposants 0,5+ 0,5 = 1).

JdP JoP fix
Formule d’Euler : KW + LE =16x%x0,375+9x%x 0,667 =6+ 6 =12 = P(16,9) : vérifiée, avec k = 1.

Correction — Exercice 7

(a) Q(10,5,2) = 100 — 30 + 10 — 8 = 72.

d d 5 10
(b) % = 2 (constante). Egz _P9R _ > x2 = = =~ 0,139 > 0: le bien 2 est un substitut du bien
2

Qi 72 72

1 (une hausse de son prix augmente la demande du bien 1).
p3oQ _ 2
Qaps ~ 72
complément du bien 1 (une hausse de son prix diminue la demande du bien 1, les deux biens se
consommant ensemble).

d 8
(c) —Q = —4 (constante). EF? = x (=4) = —== ~ —0,111 < 0: le bien 3 est un
8]93 72

Es ~ 0,139 >0 E ~ 0,111 <0
substitut complément




