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Avant de commencer



Pourquoi ce chapitre

Pourquoi ce chapitre?
Un empilement d’équations linéaires modélise des situations trés diverses : équilibres de marché a

plusieurs biens, bilans comptables, modéles entrées-sorties. Ce chapitre en systématise la résolution —

au-dela des seuls systéemes carrés inversibles du chapitre 4.
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Définitions et propriétés
générales




Ecriture matricielle

Systéme linéaire

Un systéme linéaire de n équations a m inconnues s'écrit sous forme matricielle AX = B, ol

A= (a;) B = (b;),x1 €t X = () ,1- Une solution est un vecteur X dont les
composantes vérifient simultanément toutes les équations. Le systéme est dit :

nxm’

- carréesim =n;
- de Cramer si, de plus, A est inversible;
- homogéne si B = 0.

Existence et multiplicité des solutions

- Tout systéme homogéne AX = 0 admet au moins la solution nulle.

- Si AX = B admet deux solutions distinctes, il en admet une infinité : 'ensemble des solutions est
{X =X+Y: AY =0}, 00 X est une solution particuliére.

- En notant [A: B] la matrice « augmentée » (colonne B accolée a A): AX = B admet au moins
une solution <= rg A =rg[A:B];elle est unique <= rgA =rg[A:B] =m.

Trois issues possibles, jamais deux

Un systéme linéaire n’a jamais exactement deux solutions : soit aucune, soit une seule, soit une infinité 47



La méthode de Gauss




Elimination de Gauss

La méthode de Gauss résout AX = B par substitutions successives : a 'étape k, si le coefficient pivot
azy. 7 0 (sinon on permute d'abord deux équations), on annule le coefficient de x;, dans toutes les
autres équations en leur soustrayant un multiple approprié de l'équation k. Le systéme obtenu,
équivalent au systéme initial, s'achéve lorsque toutes les variables ou équations ont été traitées. A ce
stade, chaque équation restante appartient a l'un des trois cas suivants.

- Equation sans inconnue : 0 = 0 (on lélimine) ou 0 = ¢ # 0 (le systéme est impossible, inutile de
poursuivre).

- Equation & une seule inconnue x, : sa valeur est immédiatement donnée.

- Equation a plusieurs inconnues : le systéme est indéterminé; on exprime x; en fonction des autres
(traitées comme des paramétres).

Gauss calcule aussi le rang

Moyennant une éventuelle permutation de colonnes (qui ne change pas le rang), la méthode de Gauss
raméne toute matrice a une forme triangulaire par blocs dont le nombre de « pivots » non nuls est

précisément rg A — un sous-produit précieux de la méthode. 57



Principe (suite)

T+y+z==6 r+y+z=6
20 —y+ 2z =3 .Enéliminantx (L2¢-12—201, L3¢-13—L1): { —3y — 2z = —9 , puisen
BEW—=2=2 y—2z=—4

éliminant y (L3<—L3—|— L2): ——z =—2L = > — 3 Onremonte:y = —4 + 2z = 2, puis

x =6 —y— z = 1. Solution unique (a:,y, z) =(1,2,3).

Application en gestion : équilibre simultané de plusieurs marchés

Trois biens aux prix py, Py, P3 ont des demandes et offres linéaires déependant les unes des autres
(biens substituts ou complémentaires). L'équilibre simultané (D, = O, pour i = 1,2, 3) se raméne &
un systéme linéaire AP = B ou A contient les coefficients croisés de prix. Si le systéme est de
Cramer, P* = A~ B donne directement les prix d’équilibre (chapitre 4); sinon, la méthode de Gauss
reste applicable et révéle, le cas échéant, une indétermination — signe que l'un des marchés est
redondant avec les autres (rang déficient).
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Synthése




Ce qu'il faut retenir

- AX = B:existence <= 1g A = rg[A: BJ; unicité si, en plus, ce rang commun vaut m.
- Un systeme homogéne a toujours la solution nulle; s'il en a une autre, il en a une infinité.
- La méthode de Gauss résout tout systéme, quelle que soit sa taille, et calcule au passage le rang de

A

Vers le chapitre 6
La méthode de Gauss « annule » des éléments par transformations successives. Pousser cette logique

jusqu’a obtenir une matrice diagonale semblable a une matrice carrée donnée est l'objet du chapitre
6 : la diagonalisation.
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